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RESUMO
No presente estudo vamos essencialmente considerar o emprego da teoria de cordas
e teoria de campos conforme na descric¸a˜o microsco´pica de buracos negros ou mais
precisamente de espac¸os tipo Kerr-de Sitter em treˆs dimenso˜es. Esses espac¸os sa˜o
assintoticamente de Sitter ou anti-de-Sitter tridimensional (dS3/AdS3), os quais pos-
suem descric¸a˜o equivalente em uma teoria de campos conforme bidimensional (CFT2).
Na u´ltima parte deste trabalho, consideramos a imersa˜o dessas soluc¸o˜es em quatro
dimenso˜es atrave´s de uma 2-brana. Notamos que no regime em que a gravidade em
quatro dimenso˜es e´ dominante, conseguimos estabelecer uma correspondeˆncia entre a
entropia desses espac¸os tridimensionais e a entropia de um buraco negro de Schwarzs-
child em quatro dimenso˜es.
Palavra-chave: Teoria de Cordas, Correspondeˆncia dS/CFT, Fo´rmula de Cardy,
Entropia de Bekenstein-Hawking.
ABSTRACT
In the present study we mainly consider the application of string theory and con-
formal field theory in order to make a microscopic description of black holes or more
precisely of Kerr-de Sitter spaces in three dimensions. Those spaces are asymptotically
de Sitter or anti-de-Sitter three dimensional spaces (dS3/AdS3), which have equivalent
description in a two dimensional conformal field theory (CFT2). In the last part of
the of this study, we consider the embedding of those solutions in four dimensions
through a 2-brane. We note that in the regime in what the four-dimensional gravity
is dominant, we can establish a correspondence between the entropy of those three
dimensional spaces and the entropy of a Schwarzschild black hole in four dimensions.
Keywords: String Theory, Correspondence dS/CFT, Cardy’s formula, Bekenstein-
Hawking Entropy.
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1Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O interesse por gravidade em 2+1 dimenso˜es foi renovado recentemente [1]. Isto se
deve a` dificuldade de compreensa˜o da gravidade em quatro dimenso˜es, principalmente
no seu aspecto quaˆntico, como tambe´m, o fato da gravidade em dimenso˜es menores for-
necer um bom cena´rio para a investigac¸a˜o de questo˜es importantes, no sentido em que
lanc¸a novas perspectivas para a gravidade em dimenso˜es maiores. Ale´m disso, aspectos
hologra´ficos da gravidade em treˆs dimenso˜es esta˜o relacionados com a correspondeˆncia
AdS3/CFT2[2, 3].
Essa correspondeˆncia foi originalmente formulada em teoria de cordas, a qual trata
da relac¸a˜o de uma teoria de cordas em um espac¸o-tempo anti-de Sitter em cinco
dimenso˜es (AdS5) e uma teoria de campos conforme em quatro dimenso˜es (CFT4).
Pore´m mesmo antes dessa correspondeˆncia ser formulada va´rios estudos em buracos
negros apontavam para um correspondeˆncia hologra´fica. Esses estudos culminaram
para a descric¸a˜o microsco´pica da entropia de soluc¸o˜es de buracos negros em teoria de
cordas [4].
A Teoria das Cordas foi introduzida na de´cada de 1960. Seu objetivo inicial era
descrever forc¸as nucleares [5, 6, 7]. Nesse sentido, estas seriam vistas como objetos
unidimensionais que ligariam os constituintes da mate´ria hadroˆnica. Sua importaˆncia,
entretanto, so´ foi reconhecida quando foi identificado em seu espectro um estado as-
2sociado ao gra´viton, a part´ıcula mensageira das forc¸as gravitacionais.
Havia ainda a necessidade de incorporar uma descric¸a˜o fermioˆnica na teoria que
originalmente descrevia apenas bo´sons. Isto foi resolvido nos anos 1970 com a incor-
porac¸a˜o da supersimetria a` teoria de cordas de maneira tal que o espectro de cordas
abertas e fechadas passou a apresentar bo´sons e fe´rmions. A teoria ganhou destaque
como uma poss´ıvel unificac¸a˜o das forc¸as da natureza [6, 7, 8].
Durante o seu desenvolvimento a teoria passou a contar com cinco tipos diferentes
de descric¸a˜o [6, 7, 10], o que, como esperado de uma teoria de unificac¸a˜o, e´ bastante
desagrada´vel. Em um trabalho de 1998, Witten [11] conseguiu conecta´-las atrave´s
de uma se´rie de dualidades, apontando a existeˆncia de uma poss´ıvel teoria em 11
dimenso˜es que daria origem a todas as descric¸o˜es conhecidas das cordas, a teoria M.
Seguindo a evoluc¸a˜o da teoria, no final da de´cada de 1990, Maldacena introduziu
a correspondeˆncia AdS/CFT [12] que praticamente trouxe um novo ramo de pesquisa
para a F´ısica e que impulsionou a teoria de cordas, trazendo-a, uma vez mais, para
a vanguarda da F´ısica Teo´rica e promovendo uma aproximac¸a˜o entre va´rias a´reas de
pesquisa.
Por outro lado, a Teoria de Campo Conforme (ou CFT, em ingleˆs) tambe´m tem
estado no centro das atenc¸o˜es, uma vez que teˆm contribu´ıdo para o desenvolvimento
de a´reas importantes da F´ısica Moderna — inclusive a Teoria de Cordas. Essencial-
mente, teorias de campo conforme sa˜o teorias quaˆnticas de campo caracterizadas pelas
propriedades de simetria do grupo conforme e transformac¸o˜es conformes locais [13].
Nesse sentido, a abordagem para uma teoria de campo conforme e´ diferente de
uma abordagem usual para uma teoria quaˆntica de campos, visto que fazemos uso
das simetrias da teoria ao inve´s de analisarmos a ac¸a˜o cla´ssica e, posteriormente,
quantiza´-la. A violac¸a˜o da invariaˆncia conforme, evidenciada pela presenc¸a da carga
central c [10, 8, 7, 6], e´ vista como uma consequeˆncia da inclusa˜o dos efeitos quaˆnticos
na transformac¸a˜o de quantidades importantes, como o tensor energia-momento [6, 7],
3tratadas em uma teoria conforme.
Ao longo dos anos, as propriedades estat´ısticas ou microsco´picas dos buracos ne-
gros teˆm fornecido testes para as teorias quaˆnticas de gravidade. Apesar de existir
va´rias candidatas a esta teoria, todas devem reproduzir a mesma relac¸a˜o para a entro-
pia macrosco´pica de Bekenstein-Hawking [42]. Em Teoria de Cordas, essa abordagem
estat´ıstica e´ feita por meio da contagem de estados degenerados no espectro da corda.
Esses estados somados atrave´s de uma func¸a˜o de partic¸a˜o unidimensional conduz a`
fo´rmula de Cardy [17] obtida originalmente em uma teoria de campos conforme bidi-
mensional (CFT2) [8].
Nesta dissertac¸a˜o, vamos revisar boa parte desses estudos e apontar um poss´ıvel
novo resultado. Vamos essencialmente considerar o emprego da teoria de cordas e
teoria de campos conforme na descric¸a˜o microsco´pica de buracos negros ou mais pre-
cisamente de espac¸os tipo Kerr-de Sitter em treˆs dimenso˜es. Esses espac¸os sa˜o assin-
toticamente de Sitter ou anti-de-Sitter tridimensional (dS3/AdS3), os quais possuem
descric¸a˜o equivalente em uma teoria de campos conforme bidimensional (CFT2). Na
u´ltima parte deste trabalho, consideramos a imersa˜o dessas soluc¸o˜es em quatro di-
menso˜es atrave´s de uma 2-brana. Notamos que no regime em que a gravidade em
quatro dimenso˜es e´ dominante, conseguimos estabelecer uma correspondeˆncia entre a
entropia desses espac¸os tridimensionais e a entropia de um buraco negro de Schwarzs-
child em quatro dimenso˜es.
Este dissertac¸a˜o esta´ organizado da seguinte maneira:
Cap´ıtulo 2: Fazemos uma revisa˜o de teoria de cordas enfatizando os pontos es-
senciais para a presente discussa˜o.
Cap´ıtulo 3: Aqui revisamos a teoria de campo conforme em duas dimenso˜es,
estabelecendo as condic¸o˜es para a invariaˆncia conforme. Construimos a a´lgebra de
Virasoro e analisamos o comportamento do tensor-energia momento em uma tran-
formac¸a˜o conforme infinitesimal.
4Cap´ıtulo 4: Aqui, especificamos as caracter´ısticas dos espac¸os dS e AdS. Calcu-
lamos o tensor de tensa˜o quase local definido por Brown e York a partir da variac¸a˜o
da ac¸a˜o em relac¸a˜o a` me´trica induzida na fronteira de um espac¸o-tempo. Reprodu-
zimos o resultado de Brown e Henneaux a partir de simetrias assinto´ticas do espac¸o
AdS3. Reproduzimos a entropia macrosco´pica de Bekenstein-Hawking para o espac¸o
de Kerr-de Sitter usando a fo´rmula de Cardy para uma densidade de estados de uma
teoria de campos conforme CFT2.
Cap´ıtulo 5: Analisamos as soluc¸o˜es de defeitos coˆnicos tipo Schwarzschild-de
Sitter em treˆs dimenso˜es induzidas sobre uma 2-brana imersa no espac¸o-tempo plano
em quatro dimenso˜es.
Cap´ıtulo 6: Apresentamos nossas concluso˜es e perspectivas.
5Cap´ıtulo 2
Teoria de Cordas
A teoria de cordas foi iniciada no final da de´cada de 1960 com a finalidade de
descrever a forc¸a nuclear forte. No entanto, alguns problemas, como a existeˆncia
“indesejada” de uma part´ıcula com spin-2 sem massa no espectro de uma corda fun-
damental impediram que este objetivo fosse alcanc¸ado com sucesso. So´ em 1974, e´ que
essa part´ıcula foi identificada como o quantum da interac¸a˜o gravitacional, o gra´viton.
Desde enta˜o, a teoria das cordas tornou-se a candidata mais promissora para uma
teoria quaˆntica da gravitac¸a˜o [6].
2.1 Teoria de cordas como uma teoria de unificac¸ ao
da F´ısica
Embora seja dif´ıcil medir os efeitos da gravitac¸a˜o quaˆntica diretamente, em uma
teoria quaˆntica da gravitac¸a˜o tal como a teoria de cordas, pode-se obter previso˜es
testa´veis sobre todas as outras interac¸o˜es fundamentais da natureza [8]. Em teoria
quaˆntica de campos tradicional, os objetos fundamentais sa˜o considerados pontos no
espac¸o-tempo. Quando tratamos de teoria de cordas, ha´ uma generalizac¸a˜o radical da
teoria quaˆntica de campos, onde tais objetos fundamentais sa˜o estendidos. Por essa
6raza˜o, todas as espe´cies de part´ıculas elementares existentes na natureza correspondem
a diferentes modos de vibrac¸a˜o da corda [6, 10, 8, 7].
Em teoria de cordas, o espac¸o-tempo possui dez dimenso˜es. Se a teoria das cordas
estiver correta, algum mecanismo deve garantir que a dimensionalidade observa´vel do
espac¸o-tempo se restrinja a quatro.
As cordas sa˜o classificadas em dois tipos: abertas e fechadas [8, 9, 10, 6]. A segunda
subdivisa˜o consiste em corda bosoˆnica e supercordas. Cordas bosoˆnicas vivem em 26
dimenso˜es, todas as suas vibrac¸o˜es representam bo´sons e por isso na˜o sa˜o realistas [8].
As supercordas vivem no espac¸o-tempo com 10 dimenso˜es. Ao contra´rio da teoria
de cordas bosoˆnicas, os fe´rmions sa˜o inclu´ıdos em seu espectro e se relacionam com os
boˆsons por meio da supersimetria. Todos os modelos realistas das teorias de cordas
sa˜o constru´ıdos a partir de supercordas.
2.2 Part´ıcula pontual relativ´ıstica
Antes de iniciarmos o estudo do comportamento cla´ssico e quaˆntico de uma corda,
movendo-se no espac¸o plano de D-dimenso˜es com me´trica de Minkowski,
ηµν = diag(−,+,+, ...,+), (2.2.1)
vamos revisar a dinaˆmica de um objeto 0-dimensional, ou seja, uma part´ıcula pontual
relativ´ıstica [10, 7].
O movimento de uma part´ıcula de massa m, em um espac¸o-tempo curvo com
d-dimenso˜es, pode ser formulado como um problema variacional. Uma vez que o
movimento de uma part´ıcula se da´ ao longo de uma geode´sica, a ac¸a˜o e´ proporcional
ao comprimento invariante da trajeto´ria da part´ıcula [7]
S[X] = −α
∫
ds, (2.2.2)
7onde α e´ uma constante e ~ = c = 1. Esse comprimento e´ extremizado na teoria
cla´ssia como ilustrado na figura (2.1).
Figura 2.1: A trajeto´ria cla´ssica de uma part´ıcula minimiza o comprimento da linha
mundo.
Exigindo que a ac¸a˜o seja adimensional, o α tem dimensa˜o de inverso do compri-
mento, sendo portanto equivalente a` unidade massa, ou seja, deve ser proporcional a
m. Assim a ac¸a˜o torna-se [7, 6, 10]
S[X] = −m
∫
ds. (2.2.3)
Nesta fo´rmula o elemento de linha e´ dado por [7]
ds2 = −gµν(X)dXµdXµ. (2.2.4)
Aqui gµν(X), com µ, ν = 0, ..., D− 1, descreve a geometria de fundo com a assinatura
de Minkowski (−+ · · ·+). O sinal de menos foi introduzido para que ds seja real em
uma trajeto´ria tipo-tempo. A trajeto´ria da part´ıcula descrita por [7, 6],
Xµ(τ) = (X0(τ), X1(τ), ..., Xd−1(τ)), (2.2.5)
tambe´m chamada de linha mundo da part´ıcula, e´ parametrizada por τ , onde τ ∈ R e
na˜o depende da parametrizac¸a˜o, ou seja, a ac¸a˜o e´ invariante.
Para uma part´ıcula de massa m, a ac¸a˜o e´ dada pelo comprimento total de sua
trajeto´ria no espac¸o-tempo:
S[X] = −m
∫
dτ(−X˙µX˙µ) 12 , (2.2.6)
8onde
X˙µ ≡ dX
µ
dτ
, (2.2.7)
e o ponto representa a derivada com respeito a τ . Os mı´nimos desta ac¸a˜o determinam
as trajeto´rias de menor comprimento da part´ıcula e, portanto, as soluc¸o˜es para as
equac¸o˜es cla´ssicas de movimento sa˜o as geode´sicas da part´ıcula livre no espac¸o-tempo.
A ac¸a˜o Eq. (2.2.6) tem uma desvantagem: o fato de conter uma ra´ız quadrada,
que dificulta o processo de quantizac¸a˜o. Ale´m disso, esta ac¸a˜o , obviamente, na˜o pode
ser usada para descrever part´ıcula sem massa [6]. Este problema pode ser contornado
atrave´s da introduc¸a˜o de uma ac¸a˜o equivalente a ac¸a˜o anterior no n´ıvel cla´ssico. Isso
e´ formulado em termos de um campo auxiliar e(τ)
S ′[X] =
1
2
∫
dτ(e−1X˙2 −m2e). (2.2.8)
onde X˙2 = gµνX˙
µX˙ν . Vamos verificar a invariaˆncia da ac¸a˜o S ′[X] frente a uma
reparametrizac¸a˜o [6, 10]
τ → τ ′ = τ − (τ), (2.2.9)
onde o campo Xµ transforma-se como
Xµ
′
(τ ′) = Xµ(τ), (2.2.10)
e a variac¸a˜o de Xµ e´ dada por
δXµ = Xµ
′
(τ)−Xµ(τ) = (τ)X˙µ. (2.2.11)
Ao mesmo tempo, o campo auxiliar transforma-se como
e′(τ ′)dτ ′ = e(τ)dτ, (2.2.12)
ou seja
δe = e′(τ)− e(τ) = d
dτ
(e). (2.2.13)
9Para o espac¸o-tempo plano com me´trica gµν = ηµν , por exemplo, a expressa˜o da ac¸a˜o
S ′[X] tem a seguinte variac¸a˜o
δS ′[X] =
1
2
∫
dτ
(
2X˙µδX˙µ
e
− X˙
µX˙µ
e2
δe−m2δe
)
. (2.2.14)
Aqui, δX˙µ e´ dado por
δX˙µ =
d
dτ
δXµ = ˙X˙µ + X˙
.
µ, (2.2.15)
e juntamente com a expressa˜o de δe, produz [6]
δS ′[X] =
1
2
∫
dτ
[
2X˙µ
e
(˙X˙µ + X˙
.
µ)−
X˙µX˙µ
e2
(˙e+ e˙)−m2d(e)
dτ
]
. (2.2.16)
ou melhor
δS ′[X] =
1
2
∫
dτ
[
d
dτ
( 
e
X˙µX˙µ
)
−m2d(e)
dτ
]
. (2.2.17)
Podemos descartar as derivadas totais impondo condic¸o˜es de contorno adequadas.
Portando, vemos claramente que a ac¸a˜o S ′[X] e´ invariante por reparametrizac¸a˜o.
Por outro lado, a equac¸a˜o de movimento para e(τ) e´ obtida variando a ac¸a˜o com
respeito a e(τ) e, posteriormente, igualando a zero
δS ′[X]
δe
=
∫
1
2
(
−e−2X˙2 −m2
)
dτ = 0, (2.2.18)
ou seja
m2e2 + X˙2 = 0. (2.2.19)
Substituindo a soluc¸a˜o da Eq. (2.2.19)
e =
√
−X˙2
m
, (2.2.20)
em S ′[X]
S ′[X] =
1
2
∫ (
m√
−X˙2
X˙2 −m2
√
−X˙2
m
)
dτ,
=
1
2
∫ (
mX˙2 +mX˙2√
−X˙2
)
dτ,
= −m
∫ √
−X˙2dτ, (2.2.21)
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encontramos
S ′[X] = S[X]. (2.2.22)
Logo, a ac¸a˜o S ′[X] tem simetrias ideˆnticas a` da ac¸a˜o S[X], ou seja, a invariaˆncia de
Poincare´ e de reparametrizac¸a˜o da linha-mundo [10, 7].
Embora as ac¸o˜es S[X] e S ′[X] sejam classicamente equivalentes, e´ dif´ıcil da´ sentido
a S[X] em uma integral de caminho por causa de sua forma complicada, com derivadas
dentro de ra´ızes quadradas. Por outro lado, S ′[X] e´ quadra´tico na derivada e sua
integral de caminho e´ facilmente calculada [10].
2.3 Ac¸a˜o de Nambu-Goto
Nesta sec¸a˜o, discutiremos o caso de uma corda se propagando no espac¸o-tempo
plano de Minkowski. A corda descreve uma superf´ıcie bidimensional atrave´s do espac¸o-
tempo, que e´ chamada de folha-mundo. Os pontos sobre a folha-mundo sa˜o parame-
trizados por duas coordenadas σ0 = τ , que e´ tipo-tempo, e σ1 = σ, que e´ tipo-espac¸o.
Se a varia´vel σ for perio´dica, a corda e´ fechada e se a varia´vel cobrir um intervalo
finito, a corda e´ aberta. Portanto, ilustramos esse conceito a partir da Fig.(2.2) [8].
Figura 2.2: A folha mundo de uma corda aberta se propagando livremente e´ uma
superf´ıcie retangular, enquanto que para uma corda fechada e´ um cilindro.
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Assim, como no caso da part´ıcula, a ac¸a˜o da corda depende apenas do espac¸o-tempo
e na˜o da parametrizac¸a˜o. O fato dessa teoria ter esta propriedade, conforme veremos,
e´ necessa´ria em uma teoria quaˆntica consistente. A ac¸a˜o descrevendo uma corda,
propagando-se no espac¸o de fundo plano, pode ser descrita como um caso especial de
uma ac¸a˜o mais geral para uma p−brana (objeto com p dimenso˜es espaciais), conhecida
como ac¸a˜o de Nambu−Goto [6].
Essa ac¸a˜o e´ proporcional a` a´rea da folha-mundo e podemos expressa´-la em termos
das func¸o˜es Xµ(τ, σ) que descreve o espac¸o-tempo onde a folha-mundo esta´ imersa —
Fig. (2.3).
Figura 2.3: A func¸a˜o Xµ(τ, σ) descreve a imersa˜o da folha-mundo no espac¸o-tempo.
Primeiramente, definimos a me´trica induzida hab, onde a, b assumem os valores de
τ e σ [10]
hab = ∂aX
µ∂bXµ, (2.3.23)
de modo que a ac¸a˜o de Nambu-Goto e´ escrita na forma
SNG = − 1
2piα′
∫ τf
τi
dτ
∫ σf
σi
dσ
√
(X˙.X ′)2 − (X˙)2(X ′)2, (2.3.24)
ou melhor
SNG = − 1
2piα′
∫ τf
τi
dτ
∫ σf
σi
dσ
√−h, (2.3.25)
onde h = det(hab) e a lagrangeana e´
L = − 1
2piα′
√
− det(hab). (2.3.26)
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A constante α′, que tem unidade de a´rea da folha-mundo, e´ o paraˆmetro de declive de
Regge. A tensa˜o da corda T0 esta´ relacionada a este declive por meio da expressa˜o
T =
1
2piα′
. (2.3.27)
A ac¸a˜o de Nambu-Goto e´ analoga a` ac¸a˜o de uma part´ıcula pontual S[X], com deriva-
das na ra´ız quadrada. Novamente, podemos simplifica´-la, introduzindo uma me´trica
independente γab(τ, σ) na folha-mundo com γ tendo a assinatura de Lorentz (−,+)
[6].
Desta forma, escrevemos a ac¸a˜o como segue:
SP [X, γ] = − 1
4piα′
∫
M
dτdσ(−γ) 12γab∂aXµ∂bXµ, (2.3.28)
onde M representa a folha-mundo. Essa expressa˜o e´ conhecida como a ac¸a˜o de Polya-
kov [10, 9, 6].
Podemos verificar a equivaleˆncia entre SP e SNG. Usamos a equac¸a˜o de movimento
que obtemos quando variamos a ac¸a˜o com relac¸a˜o a` me´trica
δγSP [X, γ] = − 1
4piα′
∫
M
dτdσ(−γ) 12 δγab(hab − 1
2
γabγ
cdhcd), (2.3.29)
onde hab e´ novamente a me´trica induzida Eq. (2.3.23) e usamos a relac¸a˜o geral para a
variac¸a˜o do determinante,
δγ = γγabδγab = −γγabδγab. (2.3.30)
Tomando δγSP = 0, obtemos
hab =
1
2
γabγ
cdhcd. (2.3.31)
Dividindo esta equac¸a˜o por (−h) 12 , encontramos
hab(−h)− 12 = γab(−h)− 12 , (2.3.32)
onde γab e´ proporcional a me´trica induzida. Isso por sua vez, pode ser usado para
eliminar γab da ac¸a˜o SP de modo que SP [X, γ] = SNG[X] [6] como segue
SP [X, γ]→ − 1
2piα′
∫
dτdσ(−h) 12 = SNG[X]. (2.3.33)
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A ac¸a˜o SP tem as seguintes simetrias [10]:
(a) Invariaˆncia de Poincare´ em D-dimenso˜es:
X ′µ(τ, σ) = ΛµνX
ν(τσ) + aµ,
γ′ab(τ, σ) = γab(τ, σ). (2.3.34)
(b) Derivada invariante:
X ′µ(τ ′, σ′) = Xµ(τ, σ),
∂σ′c
∂σa
∂σ′d
∂σb
γ′cd(τ
′, σ′) = γab(τ, σ), (2.3.35)
para novas coordenadas σ′a(τ, σ).
(c) Invariaˆncia de Weyl em 2-dimenso˜es:
X ′µ(τ ′, σ′) = Xµ(τ, σ),
γ′ab(τ, σ) = e
2w(τ,σ)γab(τ, σ), (2.3.36)
para um w(τ, σ) arbitra´rio.
A ac¸a˜o de Nambu-Goto e de Polyakov definem teorias de campos bi-dimensionais
sobre a folha-mundo da corda [10]. Do ponto de vista da folha-mundo, a lei de trans-
formac¸a˜o Eq. (2.3.36) define Xµ(τ, σ) como um campo escalar. Por outro lado, do
ponto de vista bi-dimensional, a ac¸a˜o de Polyakov descreve o escalar de Klein-Gordon
covariantemente acoplado a me´trica γab. Tambe´m, deste ponto de vista, a invariaˆncia
de Poincare´ e´ uma simetria interna e significa que a ac¸a˜o sobre os campos e´ fixada em
τ e σ [6].
2.4 Equac¸o˜es de Movimento
Supomos agora que a topologia da folha-mundo permite que uma me´trica plana seja
escolhida [6]. Para uma corda fechada propagando-se livremente, uma escolha natural
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e´ um cilindro infinito. Similarmente, a escolha natural para uma corda aberta e´ uma
faixa infinita. Em ambos os casos, o movimento da corda no espac¸o de Minkowski e´
governado pela ac¸a˜o Eq. (2.3.24). Veremos, que a equac¸a˜o de movimento para Xµ e´
uma equac¸a˜o de onda.
Para obter essa equac¸a˜o, vamos variar a ac¸a˜o da corda [6, 8, 9, 10]. Primeiramente,
escrevemos a ac¸a˜o Eq. (2.3.24) como uma integral dupla da densidade lagrangeana L:
S =
∫ τf
τi
dτL =
∫ τf
τi
dτ
∫ σ1
0
dσL(X˙µ, Xµ′), (2.4.37)
onde L e´ dado por
L(X˙µ, Xµ′) = −T0
c
√
(X˙.X ′)2 − (X˙)2(X ′)2. (2.4.38)
Agora, variamos a Eq. (2.4.37),
δS =
∫ τf
τi
dτ
∫ σ1
0
dσ
[
∂L
∂X˙µ
∂(δXµ)
∂τ
+
∂L
∂Xµ′
∂(δXµ)
∂σ
]
, (2.4.39)
aqui usamos
δX˙µ = δ
(
∂Xµ
∂τ
)
=
∂(δXµ)
∂τ
. (2.4.40)
Fazendo Pτµ ≡ ∂L/∂X˙µ, Pσµ ≡ ∂L/∂Xµ′ e, sabendo que [8]
∂L
∂X˙µ
= −T0
c
(X˙.X ′)X ′µ − (X ′)2X˙µ√
(X˙.X ′)2 − (X˙)2(X ′)2
, (2.4.41)
∂L
∂Xµ′
= −T0
c
(X˙.X ′)X˙µ − (X˙)2X ′µ√
(X˙.X ′)2 − (X˙)2(X ′)2
, (2.4.42)
a Eq. (2.4.39) torna-se,
δS =
∫ τf
τi
dτ
∫ σ1
0
dσ
[
∂
∂τ
(δXµPτµ) +
∂
∂σ
(δXµPσµ )− δXµ
(
∂Pτµ
∂τ
+
∂Pσµ
∂σ
)]
.(2.4.43)
Como δXµ(τf , σ) = δX
µ(τi, σ) = 0, essa variac¸a˜o passa a ter a forma
δS =
∫ τf
τi
dτ [δXµPσµ ]|σ10 −
∫ τf
τi
dτ
∫ σ1
0
dσδXµ
(
∂Pτµ
∂τ
+
∂Pσµ
∂σ
)
. (2.4.44)
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Impondo condic¸o˜es de contorno adequadas, como discutiremos abaixo, o primeiro
termo desaparece. Logo, ficamos com a expressa˜o:
δS =
∫ τf
τi
dτ
∫ σ1
0
dσδXµ
(
∂Pτµ
∂τ
+
∂Pσµ
∂σ
)
. (2.4.45)
Finalmente, tomando δS = 0, obtemos a equac¸a˜o de movimento para uma corda
relativ´ıstica [6, 8, 9, 10]
∂Pτµ
∂τ
+
∂Pσµ
∂σ
= 0. (2.4.46)
2.5 Condic¸o˜es de Fronteira
Na definic¸a˜o completa de um problema variacional, e´ importante especificarmos
as condic¸o˜es de contorno. Em teoria de cordas, conveniemtemente escolhemos a co-
ordenada 0 ≤ σ ≤ l. Nessa teoria, os pontos estaciona´rios da ac¸a˜o sa˜o determinados
exigindo a invariaˆncia da ac¸a˜o frente a uma transformac¸a˜o
Xµ → Xµ + δXµ. (2.5.47)
Como visto em Eq. (2.4.44), o termo∫ τf
τi
dτ [δXµPσµ ]|l0, (2.5.48)
e´ desprezado e, isto pode ser feito de va´rias maneiras [10, 8, 6, 7]. Para cordas abertas
essas possibilidades sa˜o ilustradas na Fig. (2.4) e para ambas as cordas; abertas e
fechadas, temos as seguintes condic¸o˜es [6, 10]:
(a) Corda fechada. Neste caso as func¸o˜es imersas sa˜o perio´dicas:
Xµ(τ, 0) = Xµ(τ, σ + l). (2.5.49)
(b) Corda abertas com condic¸o˜es de fronteira de Neumann. Neste caso as
componentes normais do momento na fronteira da folha-mundo se anulam:
X ′µ(τ, 0) = X
′
µ(τ, l) = 0. (2.5.50)
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Essa escolha e´ feita para todo µ. A mesma condic¸a˜o de fronteira respeita a
invariaˆncia de Poincare´ em Ddimenso˜es. Fisicamente, isto significa que na˜o ha´
momento fluindo atrave´s da extremidade da corda.
(d) Corda abertas com condic¸o˜es de fronteira de Dirichlet. Neste caso as
posic¸o˜es das duas extremidades da corda sa˜o fixadas de modo que δXµ = 0 e
Xµ|σ=0 = Xµ0 e Xµ|σ=l = Xµl , (2.5.51)
onde Xµ0 e X
µ
l sa˜o constantes e µ = 1, ..., D − p− 1.
As condic¸o˜es de fronteira de Neumann sa˜o impostas para outras p + 1 coorde-
nadas. As condic¸o˜es de fronteira de Dirichlet quebram a invariaˆncia de Poincare´ e,
por esta raza˜o, na˜o foram utilizadas por muitos anos. Mas, existem determinadas
circunstaˆncias em que essas condic¸o˜es sa˜o inevita´veis.
Figura 2.4: Condic¸o˜es de contorno de Dirichlet (esquerda) e Neumann (direita). As
linhas tracejadas representam as posic¸o˜es da corda em tempos diferentes.
A interpretac¸a˜o moderna diz que Xµ0 e X
µ
l representam as posic¸o˜es de uma Dp−
brana, isto e´, um tipo especial de p − brana em que as extremidades de uma corda
fundamental pode terminar. A presenc¸a de uma Dp − brana quebra a invariaˆncia
de Poincare´, a menos que seja um espac¸o-tempo de “enchimento”, ou seja, quando a
Dp-brana e´ o pro´prio espac¸o-tempo tal que p = D − 1 [6].
A ac¸a˜o de Nambu-Goto e de Polyakov podem ser descritas de maneira mais sim-
ples, dadas as simetrias (anteriormente descritas), mas a simplicidade da ac¸a˜o na˜o e´
um crite´rio em teoria quaˆntica de campos. Simetria e´ a ideia chave, pois devido a`s
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razo˜es f´ısicas e te´cnicas devemos normalmente considerar uma ac¸a˜o local mais geral e
consistente com todas as simetrias da teoria [10].
2.6 Soluc¸o˜es para Equac¸o˜es de Movimento
Para encontrar as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de movimento da corda e´ conveniente
introduzir as coordenadas de cone de luz, definidas como [6, 8]
σ± = τ ± σ. (2.6.52)
Nessas coordenadas as derivadas e a me´trica de Lorentz em duas dimenso˜es tem a
forma
∂± =
1
2
(∂τ ± ∂σ) e
(
η++ η+−
η−+ η−−
)
= −1
2
(
0 1
1 0
)
. (2.6.53)
Em coordenadas de cone de luz a equac¸a˜o de onda para Xµ e´
∂+∂−Xµ = 0. (2.6.54)
As componentes do tensor energia-momento tornam-se
T++ = ∂+X
µ∂+Xµ = 0, (2.6.55)
T−− = ∂−Xµ∂−Xµ = 0, (2.6.56)
enquanto T+− = T−+ = 0 representa a condic¸a˜o de trac¸o nulo. A soluc¸a˜o geral da
equac¸a˜o de onda Eq. (2.6.54) e´ dada por
Xµ(τ, σ) = XµR(τ − σ) +XµL(τ + σ), (2.6.57)
que e´ a soma dos movimentos direito e esquerdo da corda. Para encontrar a forma
expl´ıcita de XR e XL deve-se exigir que X
µ(τ, σ) seja real e impor as restric¸o˜es [6]
(∂−XR)2 = (∂+XL)2 = 0. (2.6.58)
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2.7 Modos de Expansa˜o da Corda
2.7.1 Corda Fechada
A soluc¸a˜o mais geral da equac¸a˜o de onda que satisfaz as condic¸o˜es de contorno da
corda fechada e´ dada por [10, 8, 6, 7]
XµR =
1
2
xµ +
1
2
l2sp
µ(τ − σ) + ils
2
∑
n 6=0
1
n
αµne
−2in(τ−σ), (2.7.59)
XµL =
1
2
xµ +
1
2
l2sp
µ(τ + σ) +
ils
2
∑
n6=0
1
n
α¯µne
−2in(τ+σ), (2.7.60)
onde xµ e´ a posic¸a˜o do centro de massa e pµ e´ o momento total da corda. O u´ltimo
termo representa os modos de oscilac¸a˜o da corda. Aqui, introduzimos um novo
paraˆmetro, a escala de comprimento da corda ls, que esta relacionado a` tensa˜o da
corda T e o declive de Regge α′ por
T =
1
2piα′
e
1
2
l2s = α
′. (2.7.61)
O requisito de que XµR e X
µ
L sejam func¸o˜es reais implica que x
µ e pµ sa˜o reais, enquanto
que os modos positivos e negativos sa˜o iguais aos seus conjugados
αµ−n = (α
µ
n)
∗ e α¯µ−n = (α¯
µ
n)
∗ (2.7.62)
Os termos lineares em σ cancela-se a partir da soma XµR+X
µ
L, de modo que as condic¸o˜es
de contorno sa˜o satisfeitas. Note que as derivadas da expansa˜o tomam a forma
∂−X
µ
R = ls
+∞∑
m=−∞
αµme
−2im(τ−σ), (2.7.63)
∂+X
µ
L = ls
+∞∑
m=−∞
α¯µme
−2im(τ+σ), (2.7.64)
onde
αµ0 = α¯
µ
0 =
1
2
lsp
µ. (2.7.65)
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2.7.2 Corda Aberta
A soluc¸a˜o geral das equac¸o˜es de movimento da corda para uma corda aberta com
condic¸o˜es de contorno de Neumann sa˜o dadas por [8, 6]
Xτ,σ = xµ + l2sp
µτ + ils
∑
m6=0
1
m
αµme
−imτ cos(mσ). (2.7.66)
Note que, para a corda aberta, apenas um conjunto de modos αµm aparece, enquanto
que para cordas fechadas ha´ dois conjuntos independentes de modos αµm e α¯
µ
m. As
condic¸o˜es de fronteira para cordas abertas forc¸am os modos de movimento esquerdo e
direito a se combinar em uma onda estaciona´ria. Para as cordas abertas
2∂±Xµ = X˙µ ±X ′µ = ls
∞∑
m=−∞
αµme
−im(τ±σ), (2.7.67)
onde, αµ0 = lsp
µ.
2.7.3 Tensor Energia-Momento
Vamos agora considerar os modos de expansa˜o do tensor energia-momento. Inse-
rindo os modos de expansa˜o da corda fechada paraXL eXR no tensor energia-momento
Eq. (2.6.55), Eq. (2.6.56), obtemos [6, 10, 8]:
T−− = 2l2s
+∞∑
m=−∞
Lme
−2im(τ−σ) e T++ = 2l2s
+∞∑
m=−∞
L¯me
−2im(τ+σ), (2.7.68)
onde os coeficientes de Fourier sa˜o os geradores de Virasoro
Lm =
1
2
+∞∑
n=−∞
αm−n.αn e L¯m =
1
2
+∞∑
n=−∞
α¯m−n.α¯n, (2.7.69)
que sera˜o definidos mais precisamente no pro´ximo cap´ıtulo. Da mesma forma, po-
demos obter o resultado para os modos do tensor energia-momento da corda aberta.
Coparando com o hamiltoniano, obtemos a expressa˜o
1
2
H = L0 + L¯0 =
1
2
+∞∑
n=−∞
(α−n.αn + α¯−n.α¯n), (2.7.70)
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para uma corda fechada, enquanto para uma corda aberta
H = L0 =
1
2
+∞∑
n=−∞
α−n.αn. (2.7.71)
Esses resultados sa˜o classicamente consistentes [10, 8, 6, 7].
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Cap´ıtulo 3
Teoria de Campo Conforme
A abordagem para o estudo de uma teoria de campo conforme e´ um pouco diferente
de uma abordagem usual para uma teoria quaˆntica de campos, porque, em vez de
comec¸armos com a ac¸a˜o cla´ssica para os campos e depois quantiza´-los, atrave´s da
quantizac¸a˜o canoˆnica ou me´todo da integral de caminho, fazemos primeiro uso das
simetrias da teoria [13].
Neste cap´ıtulo, introduzimos noc¸o˜es ba´sicas da teoria de campo conforme em 2
dimenso˜es e estabecemos o formalismo da invariaˆncia conforme. Neste sentido, a
simetria conforme e´ a simetria de um mapa conforme no plano em duas dimenso˜es.
Logo, dentre os argumentos, esperamos que uma teoria conformalmente invariante
envolva campos como func¸o˜es anal´ıticas de coordenadas bidimensionais, tratadas como
varia´veis complexas. Vamos mostrar como escrever uma teoria invariante conforme
explicitamente em termos dos campos anal´ıticos.
3.1 Grupo conforme
Inicialmente, introduzimos as transformac¸o˜es conformes, determinando a condic¸a˜o
para a invariaˆncia conforme. Posteriormente, analisamos o espac¸o plano bidimensional
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euclideano R2,0, onde obtemos o grupo conforme e a a´lgebra da transformac¸a˜o conforme
infinitesimal [13].
3.1.1 Coordenadas conforme
Para iniciar nossos estudos, devemos definir uma base de coordenadas. Ao longo
desta discussa˜o, descreveremos tanto a folha-mundo da corda quanto o espac¸o-tempo
em que ela esta´ imersa, por meio de suas continuac¸o˜es euclideanas. Sobre a folha-
mundo da corda, estas continuac¸o˜es sa˜o descritas pela expressa˜o [14]
(τ ± σ)→ −i(τ ± iσ), (3.1.1)
onde podemos definir
w = τ + iσ, (3.1.2)
w¯ = τ − iσ. (3.1.3)
A decomposic¸a˜o de um estado da corda em ondas, movendo-se para esquerda e
para direita em relac¸a˜o a corda, apo´s esta continuac¸a˜o, pode ser entendida como uma
decomposic¸a˜o em func¸o˜es ana´ıticas e anti-anal´ıticas sobre uma superf´ıcie euclideana
bidimensional.
A corda euclideana cobre apenas um intervalo finito de σ e, portanto, apenas uma
faixa do plano bidimensional Fig. (3.1a).
Figura 3.1: A folha-mundo da corda como uma regia˜o do plano complexo (a) na
varia´vel original τ e σ, (b) na varia´vel z = exp(τ + iσ).
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No entanto, se anteciparmos que a teoria que construiremos tera´ simetria completa
sob transformac¸a˜o conforme, poderemos mapear esta regia˜o em todo o plano complexo
atrave´s do mapa
z = eτ+iσ. (3.1.4)
A forma desse mapa e´ mostrado em Fig.(3.1b). Linhas de constante τ sa˜o mapeadas
em c´ırculos sobre o plano z, a operac¸a˜o de translac¸a˜o no tempo τ → τ + a, produz
uma dilatac¸a˜o,
z → eaz. (3.1.5)
As coordenadas da corda Xµ(τ, σ), separadas em movimentos esquerdo e direito de
excitac¸a˜o, correspondem aos campos anal´ıtico e na˜o-anal´ıtico neste plano complexo.
E´ poss´ıvel verificar se uma teoria de campo anal´ıtico pode ser definida e, a partir desta
definic¸a˜o, incluir a identificac¸a˜o de operadores que implementam mapas conformes no
plano z.
Dentro da famı´lia de cada operador, podemos identificar o gerador da dilatac¸a˜o
Eq. (3.1.5) com o Hamiltoniano da teoria de cordas original. Tal procedimento de
identificac¸a˜o de dilatac¸o˜es com a Hamiltoniana, como tambe´m o mapeamento em
c´ırculos, com superf´ıcies de tempo constante, e´ chamado de quantizac¸a˜o radial.
3.1.2 Transformac¸a˜o conforme
Vamos considerar espac¸o plano em d dimenso˜es e as tranformac¸o˜es que preservam
localmente o angulo entre duas linhas. Essas sa˜o as transformac¸o˜es conformes.
O tensor me´trico satisfaz φ∗g′ = Ωg, onde φ e´ o mapa da transformac¸a˜o conforme.
Denotando x′ = φ(x), podemos expressar esta condic¸a˜o da seguinte forma
g′ρσ(x
′)
∂x′ρ
∂xµ
∂x′σ
∂xν
= Ω(x)gµν(x), (3.1.6)
onde a func¸a˜o positiva Ω(x) e´ chamada de fator de escala. No espac¸o plano Ω(x) = 1
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corresponde ao grupo de Poincare´, consistindo em translac¸o˜es e rotac¸o˜es (referentes
a`s tranformac¸o˜es de Lorentz) [13].
3.1.3 Invariaˆncia conforme em d dimenso˜es
Comec¸amos, introduzindo o grupo conforme em d-dimenso˜es. O objetivo e´ exibir
as restric¸o˜es impostas por uma invariaˆncia conforme no contexto mais geral. Conside-
ramos o espac¸o Rd com me´trica plana gµν = ηµν e elemento de linha ds2 = gµνdxµdxν
[15]. Em uma mudanc¸a de coordenadas, x→ x′, temos:
gµν → g′µν(x′) =
∂xα
∂x′µ
∂xβ
∂x′ν
gαβ(x). (3.1.7)
Por definic¸a˜o, o grupo conforme e´ o sub-grupo de transformac¸o˜es de coordenadas que
leva a me´trica invariante por um fator de escala,
gµν(x)→ g′µν(x′) = Ω(x)gµν(x). (3.1.8)
Os geradores infinitesimais do grupo conforme podem ser determinados conside-
rando a transformac¸a˜o de coordenada infinitesimal x′µ = xµ + µ(x) +O(2) em que
ds2 → ds2 + (∂µν + ∂νµ)dxµdxν . (3.1.9)
Para satisfazer Eq. (3.1.8), devemos exigir que ∂µν + ∂νµ seja proporcional a ηµν , de
modo que
∂µν + ∂νµ =
2
d
(∂.)ηµν , (3.1.10)
onde a constante de proporcionalidade e´ fixada, tomando o trac¸o de ambos os lados
com ηµν . Esta equac¸a˜o descreve as “equac¸o˜es de Killing conforme”.
Comparando com Eq. (3.1.8) encontramos,
Ω(x) = 1 +
(
2
d
)
(∂.). (3.1.11)
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Modificando a Eq. (3.1.10) tomando a derivada ∂ν em ambos os lados e somando
sobre ν, obtemos
∂ν(∂µν + ∂νµ) =
2
d
∂ν(∂.)ηµν ,
∂µ(∂.) +2µ =
2
d
∂µ(∂.), (3.1.12)
onde 2 = ∂µ∂µ. Ale´m disso, tomamos a derivada ∂ν de Eq. (3.1.12) para encontrar
∂µ∂ν(∂.) +2∂νµ =
2
d
∂µ∂ν(∂.), (3.1.13)
depois mudando µ↔ ν e adicionando o resultado em Eq. (3.1.13), ficamos com
2∂µ∂ν(∂.) +2
(
2
d
(∂.)ηµν
)
=
4
d
∂µ∂ν(∂.),
(ηµν2+ (d− 2)∂µ∂ν)(∂.) = 0. (3.1.14)
Finalmente, contraindo esta equac¸a˜o com ηµν , encontramos:
(d− 1)2(∂.) = 0. (3.1.15)
Para d > 2, Eq. (3.1.14) exige que a terceira derivada de  desaparec¸a, de modo
que  seja no ma´ximo quadra´tico em x. Por outro lado, d = 2 na˜o ha´ esta restric¸a˜o, o
que permite, como veremos mais tarde, uma a´lgebra conforme infinito dimensional.
Abaixo seguem algumas possibilidades para  como uma func¸a˜o das coordenadas
x.
1) Para a ordem zero em x, temos:
3 Translac¸o˜es ordina´rias independentes de x
µ = aµ. (3.1.16)
2) Para  linear em x, temos:
3 Rotac¸o˜es e translac¸o˜es respectivamente
µ = wµνx
ν µ = λxµ. (3.1.17)
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3) Finalmente, quando  e´ quadra´tico em x, temos:
3 Transformac¸a˜o conforme especial
µ = bµx2 − 2xµb.x (3.1.18)
3.1.4 Grupo conforme em duas dimenso˜es
Nesta sec¸a˜o, vamos estudar o grupo conforme bidimensional considerando a me´trica
euclideana no espac¸o plano.
3.1.5 Transformac¸o˜es conformes
A condic¸a˜o para a invariaˆncia em uma transformac¸a˜o conforme bidimensional pode
ser expressa na forma
∂00 = +∂11, ∂01 = −∂10, (3.1.19)
onde gµν = δµν que, por sua vez, sa˜o conhecidas como equac¸o˜es de Cauchy-Riemann
da ana´lise complexa. Uma func¸a˜o complexa, cujas partes real e imagina´ria satisfazem
Eq. (3.1.19), e´ uma func¸a˜o holomo´rfica.
Podemos induzir as seguintes varia´veis complexas:
z = x0 + ix1,  = 0 + i1, ∂z =
1
2
(∂0 − i∂1), (3.1.20)
z¯ = x0 − ix1, ¯ = 0 − i1, ∂z¯ = 1
2
(∂0 + i∂1). (3.1.21)
Uma vez que (z) e´ holomo´rfica, concluimos que f(z) = z + (z) da´ origem a uma
transformac¸a˜o conforme infinitesimal em 2 dimenso˜es z 7→ f(z). Isso implica no
tensor me´trico, transformando-se em uma z 7→ f(z) como segue:
ds2 = dzdz¯ 7→ ∂f
∂z
∂f¯
∂z¯
dzdz¯, (3.1.22)
onde inferimos o fator de escala
∣∣∂f
∂z
∣∣2.
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Para calcular a relac¸a˜o de comutac¸a˜o dos geradores da a´lgebra conforme, tomamos
por base
z → z′ = z + n(z), z¯ → z¯′ = z¯ + ¯n(z¯) (n ∈ Z), (3.1.23)
onde
n(z) = −zn+1 ¯n(z¯) = −z¯−m+1. (3.1.24)
Os correspondentes geradores infinitesimais sa˜o
ln = −zn+1∂z l¯n = −z¯−n+1∂z¯ (n ∈ Z). (3.1.25)
Os ln e l¯n satisfazem a a´lgebra
[lm, ln] = (m− n)lm+n [l¯m, l¯n] = (m− n)l¯m+n (3.1.26)
e [lm, l¯n] = 0. No caso quaˆntico, a a´lgebra (3.1.26) tera´ um termo extra proporcional
ao que chamaremos de carga central [15, 8].
3.2 Tensor energia-momento
Normalmente, uma teoria de campo e´ definida em termos de uma ac¸a˜o (ou la-
grangeana) de onde podemos obter va´rias propriedades dessa teoria. Em particular,
o tensor de energia-momento pode ser deduzido da variac¸a˜o da ac¸a˜o com respeito a`
me´trica, codificando o comportamento da teoria em uma transformac¸a˜o infinitesimal
[15]
gµν 7→ gµν + δgµν , (3.2.27)
com
δgµν << 1. (3.2.28)
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Uma vez que a a´lgebra de uma transformac¸a˜o conforme infinitesimal, em duas
dimenso˜es tem dimensa˜o infinita, ha´ fortes restric¸o˜es sobre uma teoria de campo con-
forme [15]. Em particular, verifica-se a possibilidade de se estudar tal teoria sem
conhecer a forma expl´ıcita da ac¸a˜o. Para isto, a u´nica informac¸a˜o necessa´ria esta´ no
comportamento do tensor energia-momento sob uma transformac¸a˜o conforme.
Afim de estudar o tensor energia-momento em teoria de campo conforme (ou CFT
em ingleˆs), lembramos que o teorema de Noether afirma que para cada simetria da
teoria, existe uma carga conservada Q =
∫
ddxj0(x), constru´ıda pela integrac¸a˜o em
superf´ıcies de tempo fixo.
Em particular, transformac¸o˜es de coordenadas locais sa˜o geradas por cargas cons-
tru´ıdas a partir do tensor de energia-momento Tµν . Em teorias conformalmente in-
variantes, Tµν tem trac¸o nulo devido a` conservac¸a˜o de corrente jµ = Tµνx
ν , ou seja,
0 = ∂.j = T µµ (associada a uma transformac¸a˜o de escala ordina´ria).
A corrente associada a outras transformac¸o˜es conformes infinitesimais e´ dada na
forma
jµ = Tµν
ν , (3.2.29)
onde µ satisfaz Eq. (3.1.10). Esta corrente tem divergeˆncia nula
∂.j =
1
2
T µµ (∂.) = 0, (3.2.30)
devido a` condic¸a˜o de trac¸o nulo T µµ = 0 do tensor Tµν .
Para implementar as cargas conservadas sobre o plano-z conforme, e´ necessa´rio
introduzir uma ana´lise tensorial complexa. O plano euclideano (gµν = δµν) em coor-
denadas complexas z = x+ iy tem elemento de linha
ds2 = gµνdx
µdxν = dx2 + dy2 = dzdz¯. (3.2.31)
com componentes
gzz = gz¯z¯ = 0,
gzz¯ = gz¯z =
1
2
. (3.2.32)
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As componentes do tensor energia-momento, neste sistema de coordenadas, teˆm a
forma
Tzz =
1
4
(T00 − 2iT10 − T11), Tz¯z¯ = 1
4
(T00 + 2iT10 − T11) e
Tzz¯ = Tz¯z =
1
4
(T00 + T11) =
1
4
T µµ . (3.2.33)
Da lei de conservac¸a˜o gαµ∂αTµν = 0 obtemos as duas relac¸o˜es [15]
∂z¯Tzz + ∂zTz¯z = 0 e ∂zTz¯z¯ + ∂z¯Tzz¯ = 0. (3.2.34)
Usando a condic¸a˜o do trac¸o Tzz¯ = Tz¯z = 0, obtemos
∂z¯Tzz = 0 e ∂zTz¯z¯ = 0. (3.2.35)
Similarmente, podemos mostrar que ∂zTz¯z = 0 leva-nos a conclusa˜o de que as compo-
nentes do tensor energia-momento sa˜o campos chirais e anti-chirais [15]
T (z) ≡ Tzz(z), e T¯ (z¯) ≡ Tz¯z¯(z¯). (3.2.36)
3.3 A A´lgebra conforme
O elemento infinitesimal da transformac¸a˜o conforme correspondendo a (z) = zn+1
sa˜o gerados pela componente de Fourier de T (z) sobre o c´ırculo [13] :
Ln =
∮
dw
2pii
wn+1T (w). (3.3.37)
Podemos verificar que Ln e´ um operador de Virasoro e satisfaz a seguinte a´lgebra
[Ln, Lm] =
[∮
dz
2pii
∮
dw
2pii
−
∮
dw
2pii
∮
dz
2pii
]
zn+1T (z)wm+1T (w). (3.3.38)
Uma mudanc¸a na ordem da integrac¸a˜o em z e w representa um pequeno deslocamento
de z em torno de w Fig. (3.2), implementando a definic¸a˜o funcional do comutador. A
diferenc¸a de integrac¸a˜o na˜o e´ nula em virtude da singularidade do produto de operado-
res com z → w. Em teoria de campo envolvendo bosoˆns livres, por exemplo, tambe´m
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Figura 3.2: Contorno de integrac¸a˜o em z na Eq. (3.3.38). Uma vez que o integrando
e´ ordenado radialmente, a integral em z e´ realizada em uma pequena regia˜o circular.
chamado de modelo gaussiano [7], podemos calcular esta singularidade [16] usando a
ac¸a˜o normalizada
S =
∫
L = 1
2pi
∫
d2z∂zX∂¯z¯X, (3.3.39)
onde X(z, z¯) obtido das equac¸o˜es de movimento e´ dado por
X(z, z¯) =
1
2
(X(z) + X¯(z¯)), (3.3.40)
e o propagador tem a seguinte forma
〈X(z, z¯)X(w, w¯)〉 = −1
2
log |z − w|. (3.3.41)
Note que X(z, z¯) possui uma dependeˆncia holomo´rfica e na˜o-holomo´rfica respectiva-
mente [15]. Para essas regio˜es os propagadores podem ser escritos na forma,
〈X(z)X(w)〉 = − log(z − w), 〈X¯(z¯)X¯(w¯)〉 = − log(z¯ − w¯). (3.3.42)
Temos que a derivada expandida em torno de um ponto e´ dada por
∂X(z)∂X(w) = − 1
(z − w)2 + .... (3.3.43)
Vamos nos concentrar na dependeˆncia holomo´rfica da teoria, definindo o tensor de
energia-momento T (w) via ordenamento normal
T (w) = −1
2
: ∂X(z)∂X(w) :
≡ −1
2
lim
z→w
[
∂X(z)∂X(w) +
1
(z − w)2
]
. (3.3.44)
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Usando as regras de Wick e a expansa˜o de Taylor, calculamos a parte singular
T (z)T (w) =
(
−1
2
)2
.2.(〈∂zX∂wX〉)2 +
(
−1
2
)2
.4.∂zX〈∂zX∂wX〉∂wX
+ na˜o singularidades,
T (z)T (w) =
1
2
( −1
(z − w)2
)2
+ ∂zX(
−1
(z − w)2 )∂wX + · · · ,
T (z)T (w) =
1
2
1
(z − w)4 +
2
(z − w)2
[
−1
2
(∂wX)
2
]
+
1
(z − w)∂w
[
−1
2
(∂wX)
2
]
+ · · · . (3.3.45)
Os u´ltimos dois termos sa˜o precisamente os termos necessa´rios para que T se trans-
forme como um tensor de segunda ordem em uma transformac¸a˜o conforme. O primeiro
termo e´ um nu´mero extra gerado puramente devido a efeitos quaˆnticos [14]. A forma
deste termo e´ determinada por propriedades de transformac¸a˜o de escala, uma vez que
T tem dimensa˜o de massa ao quadrado (para d = 2), devendo o mesmo ser uma
poteˆncia do tipo (z − w)−4. No entanto, o coeficiente global deste termo na˜o e´ fixo
e pode variar de um sistema para outro. Em uma teoria de campo conforme geral,
esperamos que o produto de operadores tome a forma [15, 14]
T (z)T (w) =
c/2
(z − w)4 +
2
(z − w)2T (w) +
1
(z − w)∂wT + · · · , (3.3.46)
onde c e´ um nu´mero fixo que mais tarde o identificaremos como sendo a “carga central”.
Podemos agora encontrar a relac¸a˜o de comutac¸a˜o de dois operadores Ln inserindo
Eq. (3.3.46) em Eq. (3.3.38) e trac¸ando o contorno z sobre o ponto w [13], obtendo
[Ln, Lm] =
∮
dw
2pii
wm+1
∮
dz
2pii
zn+1
[
c/2
(z − w)4 +
2
(z − w)2T (w) +
1
(z − w)∂wT
]
,
[Ln, Lm] =
∮
dw
2pii
wm+1
[
(n+ 1)wn.2T (w) + wn+1∂wT + (c/2).
wn−2
3!
(n+ 1)n(n− 1)
]
,
[Ln, Lm] =
∮
dw
2pii
[
(2n+ 2)wn+m+1T (w)− (m+ n+ 2)wn+m+1T (w)
+
c
12
n(n+ 1)(n− 1)wm+n−1
]
, (3.3.47)
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isto nos leva a` expressa˜o
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
12
n(n+ 1)(n− 1)δ(m+ n), (3.3.48)
que e´ conhecida com sendo a a´lgebra de Virasoro [14, 6, 15]. A constante c e´ chamada
de carga central dessa a´lgebra; tem valor c = 1 para campo escalar sem massa [14] —
isto esta´ de acordo com o nosso exemplo dado em Eq. (3.3.39) cuja carga central e´ de
fato c = 1 como podemos verificar em Eq. (3.3.45).
Podemos ver da Eq. (3.3.46) que a constante c surge no valor esperado de va´cuo
da ra´ız quadrada do operador Tzz e argumentar com base nisso que c deve ser positivo
se o espac¸o de Hilbert tiver me´trica positiva. Neste sentido, um estado |0〉 pode ser
construido desde que Ln |0〉 = 0 para n ≥ 0, e L†n = L−n. Usando essas ferramentas
podemos escrever:
1
2
c = 〈0|L2, L−2|0〉 =
〈
0|L2L†2|0
〉
> 0. (3.3.49)
O mais importante dos Ln e´ o L0 que e´ o gerador das dilatac¸o˜es. Deve-se notar que
o termo de carga central em Eq. (3.3.48) desaparece para o conjunto dos geradores
L−1, L0, L1, que formam um subgrupo da a´lgebra conforme. Esse operadores geram
a transformac¸a˜o infinitesimal [14]
δz = α + βz + γz2. (3.3.50)
De Eq. (3.3.48), vemos que esses geradores formam uma a´lgebra fechada. O subgrupo
de transformac¸o˜es conforme gerado por esta a´lgebra e´ o grupo das transformac¸o˜es
lineares fraciona´rias
z → z′ =
(
az + b
cz + d
)
. (3.3.51)
A a´lgebra completa das transformac¸o˜es anti-anal´ıticas e´ gerada por um segundo
conjunto de operadores de Virasoro [14]
L¯n =
∮
dw¯
−2piiw¯
n+1T¯ (w¯). (3.3.52)
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Por analogia, estes operadores tambe´m formam uma a´lgebra fechada, com a carga
central desaparecendo para o conjunto de operadores (L¯−1, L¯0, L¯1). Juntos os dois
conjuntos de operadores, geram transformac¸o˜es infinitesimais da forma [14]
δz = α + βz + γz2, δz¯ = α¯ + β¯z¯ + γ¯z¯2, (3.3.53)
atuando sobre todos os operadores da teoria de campo conforme. Esta transformac¸a˜o
e´ a forma infinitesimal de uma transformac¸a˜o linear fraciona´ria Eq. (3.3.51) com
coeficientes complexos gerais.
Quando se compo˜e dois mapas da forma Eq. (3.3.51), os paraˆmetros do mapea-
mento do produto sa˜o obtidos por multiplicac¸a˜o matricial do paraˆmetro original. Uma
vez que os paraˆmetros de Eq. (3.3.51) sa˜o reduntantes, podemos fixar o determinante
(ad − bc) = 1 [19]. Enta˜o, o conjunto de mapas Eq. (3.3.51) com coeficientes com-
plexos, considerados como um subgrupo sob a composic¸a˜o, e´ isomo´rfico do grupo de
matrizes 2×2 com determinante unita´rio, SL(2,C). Este subgrupo do grupo conforme
completo desempenha um papel importante na teoria de cordas.
A definic¸a˜o de Ln pode ser considerada como uma ana´lise de Fourier de T (z). Sera´
conveniente introduzir um conjunto de convenc¸o˜es para ana´lises de Fourier do tensor
de campo mais geral t(z), de dimensa˜o dt. Vamos definir
tn =
∮
dz
2pii
zn+dt−1t(z), t(z) =
∞∑
−∞
tnz
−n−dt . (3.3.54)
Para ver a utilidade desta definic¸a˜o, calculamos o comutador da componente de Fourier
tn com L0. Encontramos
[L0, tn] =
[∮
dw
2pii
∮
dz
2pii
−
∮
dz
2pii
∮
dw
2pii
]
wT (w)zn+dt−1t(z)
=
∮
dz
2pii
zn+dt−1
∮
dw
2pii
w
[
dt
(w − z)2 t(z) +
1
(w − z)∂zt
]
=
∮
dz
2pii
zn+dt−1[dtt(z) + z∂zt(z)]
= −n
∮
dz
2pii
zn+dt−1t(z). (3.3.55)
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Assim,
[L0, tn] = −ntn, (3.3.56)
isto e´, tn diminui L0 por n unidades. Em teoria de cordas, interpretamos o gerador da
dilatac¸a˜o L0 com o Hamiltoniano da dinaˆmica da corda. As componentes de Fourier
tn sera˜o operadores de aniquilac¸a˜o para n > 0 e operadores de criac¸a˜o para n < 0.
Operadores escada do tensor anti-sime´trico podem ser definidos de maneira ana´loga
[14].
3.4 Transformac¸a˜o do tensor energia-momento
O tensor energia-momento e´ um exemplo de campo que na˜o obedece a` lei de trans-
formac¸a˜o geral para um campo prima´rio Φ(z, z¯) [19]
Φ(z, z¯)→
(
∂f
∂z
)h(
∂f¯
∂z¯
)h¯
Φ(f(z), f¯(z¯)), (3.4.57)
onde h e h¯ sa˜o paraˆmetros positivos reais. Nos referimos a esses paraˆmetros como as
dimenso˜es do campo e as combinac¸o˜es dn = h+ h¯ e sn = h− h¯ sa˜o, respectivamente, a
escala de dimensa˜o anoˆmala e o spin do campo Φ — a Eq. (3.4.57) e´ a generalizac¸a˜o de
Eq. (3.1.22) para uma transformac¸a˜o z → f(z). Ele tambe´m na˜o satisaz a expansa˜o
do produto de operadores (ou OPE, em ingleˆs) que define a noc¸a˜o de campo prima´rio
T (z)Φ(w, w¯) =
h
(z − w)2 Φ(w, w¯) +
1
(z − w)∂wΦ(w, w¯) + · · · ,
T¯ (z¯)Φ(w, w¯) =
h¯
(z¯ − w¯)2 Φ(w, w¯) +
1
(z¯ − w¯)∂w¯Φ(w, w¯) + · · · . (3.4.58)
Neste caso, ao realizarmos sucessivas transformac¸o˜es conformes, obtemos o produto
de operadores na forma [14, 15]
T (z)T (w) =
c/2
(z − w)4 +
2
(z − w)2T (w) +
1
z − w∂T (w), (3.4.59)
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como visto na sec¸a˜o anterior. Por outro lado, usando a equac¸a˜o
δΦ(w, w¯) =
1
2pii
∮
dz(z)[T (z),Φ(w, w¯)], (3.4.60)
podemos calcular a variac¸a˜o de T (w) em uma transformac¸a˜o conforme infinitesimal,
fazendo
δT (w) =
∮
dz
2pii
(z)[T (z), T (w)] =
∮
C
dz
2pii
(z)T (z)T (w). (3.4.61)
Usando a Eq. (3.4.59), obtemos [?, 6]∮
C
dz
2pii
(z)
[
c/2
(z − w)4 +
2
(z − w)2T (w) +
∂
z − wT (w)
]
,
(3.4.62)
que, por sua vez, produz [19, 6, 15]
δT (w) = (w)∂T (w) + 2∂(w)T (w) +
c
12
∂3(w). (3.4.63)
Podemos integrar esta expressa˜o acima, obtendo
T (w)→ (∂f)2T (f(w)) + c
12
S(f(w), w), (3.4.64)
com w → f(w), e ainda expressar a quantidade S(f(w), w), na forma
S(f(w), w) =
2∂wf∂
3
wf − 3(∂2wf)2
2(∂wf)2
, (3.4.65)
conhecida como derivada de Schwartz [15].
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Cap´ıtulo 4
Descric¸a˜o Microsco´pica de Entropia
de Buracos Negros e Defeitos
Coˆnicos
A lei macrosco´pica da entropia de buracos negros e´ dada da forma [21]
S =
A
4G
. (4.0.1)
Ela relaciona a entropia termodinaˆmica com a a´rea do horizonte de eventos. A ca-
racter´ıstica marcante desta lei e´ a sua aplicabilidade universal, incluindo todas as
variedades de buracos negros.
A compreensa˜o da origem microsco´pica desta lei e´ sem du´vida a chave para a
compreensa˜o da natureza fundamental do espac¸o-tempo e da mecaˆnica quaˆntica [3].
Alguns progressos foram alcanc¸ados com a obtenc¸a˜o da Eq. (4.0.1) para certos buracos
negros em teorias de corda [4]. Isso tem levado a uma variedade de percepc¸o˜es que
culminaram na correspondeˆncia AdS/CFT [11].
Em uma teoria covariante na˜o e´ natural atribuir uma densidade de energia-momento
para o campo gravitacional. Na verdade, podemos considerar um tensor de tensa˜o qua-
selocal, definido sobre a fronteira de uma dada regia˜o do espac¸o-tempo e pensar na
ac¸a˜o gravitacional como um funcional nesta fronteira, com me´trica hµν [24]. Este
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tensor, associado a regia˜o do espac¸o-tempo, foi definido por Brown e York em [25].
Usando esta quantidade, juntamente com propriedades conformes, obtemos uma nova
noc¸a˜o de massa e cargas conservadas que esta˜o associados a efeitos da mate´ria sobre
a geometria do espac¸o-tempo.
4.1 Espac¸os de Sitter e anti-de Sitter
Os espac¸os com curvatura escalar constante R sa˜o maximalmente sime´tricos: ad-
mitem o mais alto nu´mero de vetores de Killing. Dada uma assinatura para a me´trica,
esse espac¸o e´ u´nico para cada valor de R [29]. O espac¸o de Minkowski M, com R = 0,
e´ o mais simples. Seu grupo e´ o grupo de Poincare´ P = L ⊗ T que e´ o produto
semi-direto entre o grupo de Lorentz L = SO(3, 1) e grupo de translac¸o˜es T .
Entre os espac¸os curvos, os espac¸os de Sitter e anti-de Sitter sa˜o as u´nicas possi-
bilidades de espac¸os maximalmente sime´tricos. Um deles tem curvatura escalar ne-
gativa e o outro positiva. Imersos respectivamente nos espac¸os pseudo-euclideanos
E4,1 e E3,2, eles sa˜o superf´ıcies cujos pontos, em coordenadas cartesianas (XA) =
(X0, X1, X2, X3, X4), satisfazem [22]
ηABX
AXB ≡ (X0)2 − (X1)2 − (X2)2 − (X3)2 − (X4)2 = −l2, (4.1.2)
e
ηAABX
B ≡ (X0)2 − (X1)2 − (X2)2 − (X3)2 + (X4)2 = l2, (4.1.3)
onde l e´ o paraˆmetro de comprimento de Sitter. Usando o alfabeto latino (a, b, c... =
0, 1, 2, 3) para denotar os ı´ndices em quatro dimenso˜es, com ηab = diag(1,−1,−1,−1),
e denotando η44 = s, as expresso˜es acima podem ser escritas na forma
ηabX
aXb + s(X4)2 = sl2. (4.1.4)
Para s = −1, temos o espac¸o de Sitter dS(4, 1), cuja me´trica e´ induzida pela me´trica
pseudo-euclideana ηAB = (+1,−1,−1,−1,+1), descrita pelo grupo SO(4, 1). O caso
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s = +1 corresponde ao espac¸o de anti-de Sitter, denotado aqui por AdS(3, 2), cuja
me´trica vem de ηAB = (+1,−1,−1,−1,+1), descrita pelo grupo SO(3, 2). Ambos sa˜o
espac¸os homogeˆneos [20]:
dS(4, 1) = SO(4, 1)/L e dS(3, 2) = SO(3, 2)/L, (4.1.5)
e sa˜o soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein com termo cosmolo´gico; o que implica na
seguinte relac¸a˜o entre Λ e o paraˆmetro de comprimento de de Sitter l
Λ = −3s
l2
. (4.1.6)
Na maior parte do nosso trabalho consideramos apenas o espac¸o de Sitter dS(4, 1),
para o qual a constante cosmolo´gica e´ positiva: Λ > 0.
4.2 Tensor de tensa˜o para espac¸o de Sitter
Naturalmente na˜o e´ comum atribuir uma densidade de energia para o campo gravi-
tacional, mas e´ u´til considerarmos o chamado tensor de tensa˜o quaselocal definido por
Brown e York [25]. Vamos pensar na ac¸a˜o gravitacional como um funcional que age
na fronteira. Nesse sentido, Brown e York definiram o tensor como uma quantidade
que esta´ relacionada a uma regia˜o do espac¸o-tempo da seguinte forma
T µν =
2√
h
δSgrav
δhµν
. (4.2.7)
Esse tensor tipicamente diverge quando tomamos a fronteira no infinito. No entanto,
podemos adicionar termos de fronteira na ac¸a˜o sem que a obtenc¸a˜o das equac¸o˜es de
moviemento seja afetada. Podemos ainda considerar a relac¸a˜o entre a ac¸a˜o gravitaci-
onal, vista como um funcional na fronteira e a ac¸a˜o quaˆntica efetiva de uma teoria de
campo conforme, tambe´m na fronteira. Segundo esta correspondeˆncia, a variac¸a˜o da
ac¸a˜o efetiva relaciona-se ao valor esperado do tensor de tensa˜o em CFT [24] por meio
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da expressa˜o
〈T µν〉 = 2√
h
δSeff
δhµν
. (4.2.8)
As divergeˆncias que aparecem com a fronteira movendo-se para o infinito, e´ simples-
mente a divergeˆncia ultravioleta padra˜o da teoria quaˆntica de campos e pode ser
removida adicionando-se contratermos na ac¸a˜o [24].
Abbott e Deser [27] usam aproximac¸o˜es perturbativas para medir a energia de
flutuac¸o˜es. No espac¸o anti-de Sitter, assim como no espac¸o de Sitter, o tensor de
tensa˜o de Brown-York, leva a um me´todo conveniente para ca´lculo de quantidades
importantes como massa e momento [30].
Inicialmente, podemos escrever a ac¸a˜o euclideana no espac¸o-tempo com d + 1 di-
menso˜es na seguinte forma [28]
Ibulk + Isurf =
1
16piG
∫
M
dd+1x
√−g
[
R− d(d− 1)
l2
]
+
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
hK. (4.2.9)
O primeiro termo e´ a ac¸a˜o de Einstein-Hilbert no espac¸o de Sitter com constante
cosmolo´gica
λ =
d(d− 1)
2l2
. (4.2.10)
A segunda integral na Eq. (4.2.9) e´ o termo de fronteira de Gibbons-Hawking
necessa´rio para que o princ´ıpio variacional seja bem definido [36]. K e´ o trac¸o da
curvatura extr´ınseca Kµν = −∇µnν da fronteira ∂M imersa em M , com nµ sendo
o vetor unita´rio normal. No contexto anti-de Sitter, ambos os termos da ac¸a˜o sa˜o
divergentes porque o volume de ambos M e ∂M sa˜o infinitos.
Uma abordagem tradicional para contornar esse problema consiste na “subtrac¸a˜o
de fundo”, isto e´, produz-se um resultado finito subtraindo da Eq. (4.2.9) a contri-
buic¸a˜o do espac¸o-tempo de fundo de refereˆncia. Enta˜o podemos comparar as proprie-
dades da soluc¸a˜o de interesse em relac¸a˜o aos estados de refereˆncia. Note, no entanto,
que essa subtrac¸a˜o requer que o limite assinto´tico da geometria das duas soluc¸o˜es
possam ser combinadas de modo a tornar finita a contribuic¸a˜o da superf´ıcie [35].
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No espac¸o de Sitter, as fronteiras do espac¸o-tempo sa˜o superf´ıcies euclideanas. A
curvatura extr´ınseca no termo de fronteira e´ necessa´ria para que a variac¸a˜o de Euler-
Lagrange seja bem definida.
E´ importante definir a escala de comprimento
Λ =
d(d− 1)
2l2
, (4.2.11)
onde as soluc¸o˜es de Sitter de va´cuo para as equac¸o˜es de movimento podem ser escrita
em termos de l, na forma
ds2 = −dt2 + l2 cosh2
(
t
l
)
(dΩ2d), (4.2.12)
em que superf´ıcies de tempo constante sa˜o d-esferas. O mesmo espac¸o admite um
sistema de coordenadas onde superf´ıcies de tempo constante sa˜o planos, descritos
como
ds2 = −dτ 2 + e 2τl d~x2,
=
l2
η2
[−dη2 + d~x2], (4.2.13)
onde
τ =
l
2
ln
(
l2
η2
)
,
eτ = e
[
l
2
ln
(
l2
η2
)]
,
η2 = l2e−(τ−
l
2),
η = le−
1
2(τ− l2),
(4.2.14)
com τ ∈ [−∞,+∞], enquanto, η ∈ (0,∞] [30]. Essa regia˜o cobre apenas um lado do
espac¸o de Sitter; extendendo-se do big bang (horizonte passado) para uma superf´ıcie
euclideana no futuro. O outro lado do espac¸o de Sitter e´ coberto quando substitu´ımos
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τ por −τ em Eq. (4.2.13), obtendo
ds2 = −dτ 2 + e− 2τl d~x2,
=
l2
η2
[−dη2 + d~x2], (4.2.15)
Finalmente, um observador inercial no espac¸o de Sitter veˆ um espac¸o-tempo com um
horizonte cosmolo´gico [30]:
ds2 = −
(
1− r
2
l2
)
dt2 +
(
1− r
2
l2
)−1
dr2 + r2dΩ2d−1. (4.2.16)
Podemos passar de um espac¸o de Sitter para um anti-de Sitter por meio de uma
continuac¸a˜o anal´ıtica l → il em coordenadas de Poincare´ ou x → it e t → ix, simul-
taneamente, em coordenadas cartesianas. Atrave´s das propriedades do espac¸o anti-de
Sitter, podemos inferir alguns aspectos f´ısicos do espac¸o de Sitter.
4.3 Ac¸a˜o finita
Em geral, quando analisamos uma soluc¸a˜o para as equac¸o˜es de movimento, a ac¸a˜o
descrita na Eq. (4.2.9) diverge. Essa divergeˆncia se deve a` integral sobre o volume
infinito do espac¸o-tempo. No caso da gravidade em de Sitter, um procedimento de re-
gularizac¸a˜o proposto em [24, 38, 35], consiste na adic¸a˜o de contratermos constru´ıdos a
partir de invariantes de curvatura da fronteira. Esses contratermos, que sa˜o essencial-
mente u´nicos, podem ser facilmente generalizados para o caso de constante cosmolo´gica
positiva, produzindo [28]
Ict =
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
h
[
(d− 1)
l
− lR
2(d− 2)
]
, (4.3.17)
ou ainda
Ict =
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
hLct, (4.3.18)
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onde
Lct = (d− 1)
l
− l
2(d− 2)R. (4.3.19)
O segundo contratermo em Lct surge apenas quando d + 1 > 3. Nesta expressa˜o,
R e´ a curvatura intr´ınseca da fronteira e a ana´lise se da´ em uma regia˜o do espac¸o de
Sitter no tempo finito e, posteriormente, em uma superf´ıcie de t tendendo ao infinito.
Em dimenso˜es ı´mpares ha´ uma divergeˆncia logaritmica na coordenada conforme
η. Esta divegeˆncia na˜o pode ser cancelada sem incluir uma depedeˆncia expl´ıcita no
contratermo da ac¸a˜o, levando a uma anomalia conforme [30].
Analisando a ac¸a˜o, por exemplo para d = 2, percebemos o quanto a mesma diverge
em uma situac¸a˜o onde t→∞
I =
1
8piG
∫
d2xe2t/l
(−1
l
)
+ finita. (4.3.20)
Segundo Mottola e Manzur [26], espac¸os assinto´ticos com constante cosmolo´gica
negativa podem ser descritos de forma ana´loga aos espac¸os com constante cosmolo´gica
positiva. Esse resultado juntamente com [37] e [24] tambe´m mostram que a divergeˆncia
da ac¸a˜o na Eq. (4.2.9) pode ser cancelada adicionando contratermos e que este pro-
cedimento na˜o afeta as equac¸o˜es de movimento.
Podemos agora escrever a ac¸a˜o completa, sem o problema da divergeˆncia, na forma
[28]
I = Ibulk + Isurf + Ict,
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
√−g
[
R− d(d− 1)
l2
]
+
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
hK
+
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
hLct. (4.3.21)
Em todas as dimenso˜es, a ac¸a˜o tem uma classe de divergentes que sa˜o poteˆncias
da coordenada conforme temporal η. Uma melhor compreensa˜o e´ obtida analisando a
correspondeˆncia AdS/CFT em [39].
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4.3.1 Ca´lculo do tensor de tensa˜o
Para obtermos informac¸o˜es sobre as propriedades do espac¸o anti-de Sitter ou de
forma ana´loga sobre o espac¸o de Sitter, e´ necessa´rio avaliar a ac¸a˜o sobre a fronteira
desse espac¸o de modo que quantidades importantes sejam obtidas. Uma dessas quan-
tidades e´ o chamado tensor de tensa˜o que inicialmente foi descrito por Brown e York
em [25, 24].
Podemos calcular a curvatura extr´ınseca por meio da expressa˜o
Kµν = −1
2
Lµhµν ,
= −hiµ∇iuν , (4.3.22)
onde Lµ e´ a derivada de Lie ao longo de uµ. A expressa˜o em Eq. (4.3.22) para Kµν e´
simetrica em relac¸a˜o a µ e ν, porque a norma uµ esta´ na superf´ıcie e tem fugacidade
hiµ∇iuν − hiν∇iuµ = 0.
O tensor de tensa˜o quaselocal (euclideano) e´ obtido analisando a resposta da ac¸a˜o
avaliada sobre o espac¸o de soluc¸o˜es cla´ssicas, a uma variac¸a˜o da me´trica na fronteira.
Podemos calcular esta quantidade por meio da expressa˜o;
T µν = − 2√
h
δI
δhµν
, (4.3.23)
onde calculamos a variac¸a˜o de cada termo da ac¸a˜o na Eq. (4.3.21) separadamente.
Inicialmente, variamos a ac¸a˜o no bulk. Usando R = gµνRµν e fazendo
δIbulk
δgµν
=
δI1bulk
δgµν
+
δI2bulk
δgµν
, (4.3.24)
temos
δIbulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
δ
δgµν
[√−g(R + 2Λ)] , (4.3.25)
onde
δI1bulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
δ
δgµν
(√−g)R, (4.3.26)
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e
δ
δgµν
(
√−g) = − 1
2
√−g δg.
Da fo´rmula de Jacobi para a diferenciac¸a˜o de determinantes [16], segue:
δg = g(gµνδgµν),
= −g(gµνδgµν), (4.3.27)
logo
δ
δgµν
(
√−g) = − (−g)
2
√−ggµνδg
µν ,
= −1
2
√−ggµνδgµν , (4.3.28)
que substituindo na Eq. (4.3.26), obtemos:
δI1bulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
(
−1
2
√−ggµνRδgµν
)
. (4.3.29)
Agora, para o segundo termo da ac¸a˜o no bulk, temos;
δI2bulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
√−gδR, (4.3.30)
onde
δ
δgµν
R = Rµνδg
µν , (4.3.31)
que por sua vez
δI2bulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
√−gRµνδgµν . (4.3.32)
Finalmente, substituindo a Eq. (4.3.26) e a Eq. (4.3.32) na Eq. (4.3.24), obtemos:
δIbulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
[
−1
2
√−ggµνRδgµν +
√−gRµνδgµν
]
,
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
√−g
[
−1
2
Rgµν +Rµν
]
δgµν ,
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ou ainda,
δIbulk
δgµν
=
1
16piG
∫
M
dd+1x
√−gGµνδgµν , (4.3.33)
com o tensor de Einstein Gµν = Rµν − 12gµνR.
Variando agora o termo de fronteira (Isurf ), encontramos o seguinte resultado
δIsurf
δhµν
=
1
8piG
∫
∂M
ddx
δ
δhµν
(
√
hK),
=
1
8piG
∫
M
ddx
[
δ
δhµν
(
√
h)K +
√
h
δ
δhµν
K
]
,
=
1
8piG
∫
M
ddx
[
−1
2
√
hhµνKδh
µν +
√
hKµνδh
µν
]
,
=
1
8piG
∫
M
ddx
√
h
[
−1
2
Khµν +Kµν
]
δhµν . (4.3.34)
Realizando o mesmo procedimento para os contratermos que cancelam a divergeˆncia
da ac¸a˜o, a variac¸a˜o toma a forma:
δIct
δhµν
=
1
8piG
∫
∂M
ddx
δ
δhµν
[√
h
(
(d− 1)
l
− lR
2(d− 2)
)]
, (4.3.35)
calculando separadamente as variac¸o˜es para ambos os termos em pareˆnteses
(d− 1)
l
δ
δhµν
(
√
h) = −(d− 1)
l
1
2
√
hhµνδh
µν , (4.3.36)
l
2(d− 2)
δ
δhµν
(
√
hR) =
l
2(d− 2)
√
h
[
−1
2
Rhµν +Rµν
]
δhµν , (4.3.37)
e substituindo a Eq. (4.3.36) e a Eq. (4.3.37) na Eq. (4.3.35) obtemos:
δIct
δhµν
=
1
8piG
∫
∂M
ddx
[
−(d− 1)
l
1
2
√
hhµνδh
µν
− l
2(d− 2)
√
h
(
−1
2
Rhµν +Rµν
)
δhµν
]
,
δIct
δhµν
=
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
h
[
−(d− 1)
l
1
2
hµν
− l
2(d− 2)
(
−1
2
Rhµν +Rµν
)]
δhµν ,
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δIct
δhµν
=
1
8piG
∫
∂M
ddx
√
h
[
(d− 1)
l
1
2
hµν
− l
2(d− 2)Gµν
]
δhµν . (4.3.38)
Com a Eq. (4.3.34) e a Eq. (4.3.38), escrevemos a forma geral para a variac¸a˜o δI/δhµν
e, consequentemente, obtemos o seguinte tensor de tensa˜o na fronteira [30]:
T µν = − 2√
h
δI
δhµν
,
T µν =
1
8piG
[
Kµν −Khµν − (d− 1)
l
hµν − lGµν
(d− 2)
]
. (4.3.39)
Para obter o tensor de tensa˜o na fronteira, calculamos a Eq. (4.3.39) no tempo
fixo e depois tomamos o mesmo no infinito de modo que a superf´ıcie se aproxime da
fronteira do espac¸o-tempo.
E´ interessante trabalhar com tensores de tensa˜o que sera˜o u´teis em situac¸o˜es poste-
riores. Por exemplo, considerando uma superf´ıcie bidimensional (d = 2) com o tempo
constante em ds2 = −dτ 2 + e2τ/ld~x2, podemos calcular o tensor de tensa˜o Eq. (4.3.39)
sobre esta superf´ıcie, da seguinte forma:
8piGTµν = Kµν −Kγµν , (4.3.40)
para cada componente, temos:
8piGT11 = K11 −Kγ11,
8piGT22 = K22 −Kγ22,
com
K11 =
e2τ/l
l
, K22 =
e2τ/l
l
, K =
2
l
,
logo, ficamos com a seguinte expressa˜o:
T µν = − 1
8piGl
e−2t/l +
1
8piGl
e−2t/l = 0, (4.3.41)
onde concluimos que esse tensor de tensa˜o cancela o contratermo da ac¸a˜o [30].
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4.4 Cargas conservadas
O tensor de tensa˜o Eq. (4.3.39) avalia a resposta da ac¸a˜o do espac¸o-tempo a uma
mudanc¸a na me´trica, dessa forma obtemos uma noc¸a˜o de massa. Em analogia com o
espac¸o anti-de Sitter, estudamos uma noc¸a˜o de massa alternativa introduzida em [24]
para um espac¸o de Sitter assinto´tico. Podemos escrever a me´trica hµν sobre superf´ıcies
de tempo constantes na forma:
hµνdx
µdxν = N2ρdρ
2 + σab(dφ
a +Na∑dρ)(dφb +N b∑dρ), (4.4.42)
onde φa sa˜o varia´veis angulares parametrizando superf´ıcies fechadas ao redor da ori-
gem. ξµ sa˜o vetores de Killing [20] gerando uma isometria sobre a geometria da fron-
teira. Segundo [30], podemos relacionar cargas conservadas a` ξµ da seguinte forma:
Q =
∮
∑ dd−1φ√σnµξµTµν (4.4.43)
onde nµ e´ o vetor unita´rio sobre a superf´ıcie com ρ fixo.
Definimos [30] uma noc¸a˜o de massa M de um espac¸o assintoticamente de Sitter
M =
∮
∑ dd−1φ√σNρnµnνTµν , (4.4.44)
onde normalizamos o vetor de Killing na Eq. (4.4.43) da forma ξµ = Nρn
µ. Da mesma
forma, podemos definir momento
Pa =
∮
∑ dd−1x√σja; ja = σabnµT aµ. (4.4.45)
Analisamos esta expressa˜o na superf´ıcie com tempo fixo e posteriormente num
tempo infinito, de modo que a fronteira do espac¸o-tempo se aproxime de I±. Nas
pro´ximas sec¸o˜es, vamos obter cargas conservadas em situac¸o˜es espec´ıficas usando a
definic¸a˜o do tensor de tensa˜o na fronteria.
4.5 Espac¸o-tempo cosmolo´gico tridimensional
Em 3 dimenso˜es so´ existem buracos negros quando ha´ uma constante cosmolo´gica
negativa, mas quando Λ > 0 encontramos uma classe de defeitos coˆnicos que nos
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referimos como espac¸os de Kerr-de Sitter [30, 40]
ds2 = −(r
2 + r2−)(r
2
+ − r2)
r2
dt2 +
r2
(r2 + r2−)(r2+ − r2)
dr2 + r2
(
dφ+
r+r−
r2
dt
)2
,
que e´ semelhante a soluc¸a˜o de buraco negro BTZ [31] com gravidade em 3d, constante
cosmolo´gica negativa e horizonte de eventos em r = r+ de circunfereˆncia 2pir+.
Para r2 > r2+, o tempo passa a ser uma coordenada tipo-espac¸o enquanto r torna-se
tipo-tempo, logo, a me´trica toma a forma [30]:
ds2 = − r
2
(r2 + r2−)(r2 − r2+)
dr2 + r2
(
dφ+
r+r−
r2
dt
)2
+
(r2 + r2−)(r
2 − r2+)
r2
dt2. (4.5.46)
Para |r| grande, estamos em uma regia˜o pro´xima a fronteira I± no diagrama de
Penrose do espac¸o de Sitter em 3-dimenso˜es.
Perto da fronteira no passado I− a me´trica Eq. (4.5.46) torna-se
ds2 ∼ −dr
2
r2
+ r2(dφ2 + dt2), (4.5.47)
e regio˜es tipo-espac¸o sa˜o cil´ındros.
A me´trica (4.5.46) com r− = 0
ds2 = −(r2+ − r2)dt2 +
dr2
(r2+ − r2)
+ r2dφ2 (4.5.48)
e´ um defeito coˆnico com deficit angular 2pi(1− r+), descrevendo o espac¸o-tempo com
constante cosmolo´gica positiva e observadores pontuais massivos. Quando r+ = 1,
obtemos a me´trica global de dS3.
Outra alternativa de parametrizac¸a˜o leva a` me´trica da forma [30]:
ds2 = − 1
1 + t2
dt2 + (1 + t2)dφ2 + r2−dψ
2. (4.5.49)
No limite t→ 0, o toro descrito pela me´trica acima, se contrai em um c´ırculo. Fazendo
a reparametrizac¸a˜o t = sinh(τ) na Eq. (4.5.49), obtemos:
ds2 = −dτ 2 + cosh2 τdφ2 + r2−dψ2, (4.5.50)
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que para −∞ < t ≤ 0 temos uma soluc¸a˜o tipo “big crunch”, enquanto que para
0 ≤ t <∞ a soluc¸a˜o e´ tipo “big bang”.
Existem soluc¸o˜es mais gerais de “big bang”e “big crunch”, com me´trica ideˆntica a
Eq. (4.5.46), da forma [30]
ds2 = − t
2
(t2 + r2−)(t2 − r2+)
dt2 + t2
(
dφ+
r+r−
t2
dr
)2
+
(t2 + r2−)(t
2 − r2+)
t2
dr2.(4.5.51)
4.6 Massa e momento angular no espac¸o-tempo de
Kerr-de Sitter
A me´trica de Kerr-de Sitter e´ escrita convenientemente na forma [30]
ds2 = −
[
8Gm− r
2
l2
+
(8GJ)2
4r2
]
dt2 +
[
8Gm− r
2
l2
+
(8GJ)2
4r2
]−1
dr2
+ r2
(
−8GJ
2r2
dt+ dφ
)2
, (4.6.52)
com singularidade em
r(1) =
√
l2(8Gm) + l
√
l2(8Gm)2 + (8GJ)2
2
, (4.6.53)
r(2) =
√
l2(8Gm)− l√l2(8Gm)2 + (8GJ)2
2
. (4.6.54)
onde J e G sa˜o momento angular e constante gravitacional newtoniana, respectiva-
mente. Vamos analisar esta me´trica para J = 0 e obter quantidades conservadas,
analisando a mesma em uma regia˜o espec´ıfica do espac¸o-tempo. Nesse caso, podemos
escrever a me´trica na forma:
ds2 = −
(
8Gm− r
2
l2
)
dt2 +
(
8Gm− r
2
l2
)−1
dr2
+ r2dφ2, (4.6.55)
com singularidade em r = l
√
8Gm.
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Essa me´trica representa espac¸os com defeito coˆnico como mostra a Eq. (4.5.48).
Quando temos 8Gm = 1, tais espac¸os aproximam-se do espac¸o de Sitter vazio [30].
Na regia˜o r < l
√
8Gm, as superf´ıcies com tempo constante aproximam-se do hori-
zonte cosmolo´gico, enquanto que na regia˜o r > l
√
8Gm, onde a me´trica tem a forma,
ds2 =
(
r2
l2
− 8Gm
)
dt2 −
(
r2
l2
− 8Gm
)−1
dr2 + r2dφ2, (4.6.56)
a coordenada r torna-se tipo-tempo e o t tipo-espac¸o.
Uma superf´ıcie de tempo constante do espac¸o-tempo com defeito coˆnico fora do
horizonte cosmolo´gico tem uma me´trica
ds2 =
(
r2
l2
− 8Gm
)
dt2 + r2dφ2. (4.6.57)
Com r →∞ encontramos
M =
1
8piG
∮
dθ
8Gm
2
= m, (4.6.58)
definindo 8Gm = 1, a massa atribu´ıda ao espac¸o dS3 e´ enta˜o, m = 1/8G. Nesse
sentido, percebe-se que os defeitos coˆnicos, nos quais 8Gm < 1, teˆm massa menor do
que o espac¸o de Sitter puro.
4.7 Simetria conforme assinto´tica
Brown e Henneaux [23] especificaram condic¸o˜es de contorno para espac¸os AdS3
assinto´ticos que admitem uma a´lgebra de difeomorfismo bem definida. Essas condic¸o˜es
tambe´m podem ser especificadas para espac¸os dS no infinito, definindo uma geometria
de Sitter assinto´tica.
Segundo Brown e Henneaux, a gravidade no espac¸o-tempo AdS3 e´ uma teoria de
campo conforme com carga central c = 3l/2G [24]. Como uma verificac¸a˜o de nossa
abordagem e, pelo fato do nosso me´todo covariante oferecer uma alternativa ao for-
malismo Hamiltoniano adotado em [23], reproduzimos aqui este resultado, lembrando
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sempre que o procedimento utilizado pode ser aplicado de forma ana´loga ao espac¸o
dS3.
Do ponto de vista da correspondeˆncia AdS/CFT, podemos pensar no grupo de
simetria conforme como um grupo surgindo de uma teoria quaˆntica de campos na˜o-
gravitacional de 1+1 dimenso˜es, ou seja, uma teoria de campo conforme CFT2, vivendo
sobre a fronteira do AdS3 [24].
Seja um espac¸o-tempo plano bidimensional
ds2 = −dx+dx−, (4.7.59)
e difeomorfismos da forma
x+ → x+ − +(x+), x− → x− − −(x−), (4.7.60)
o tensor de tensa˜o se transforma da seguinte maneira:
T++ → T++ + (2∂++T++ + +∂+T++)− c
24pi
∂3+
+,
T−− → T−− + (2∂−−T−− + −∂−T−−)− c
24pi
∂3−
−. (4.7.61)
Veja a demonstrac¸a˜o em Eq. (3.4.63). Os termos em pareˆnteses sa˜o apenas as
regras de transformac¸a˜o cla´ssicas de um tensor, enquanto o u´ltimo termo tem origem
nos efeitos quaˆnticos. Vamos recordar brevemente a origem desse u´ltimo. Embora a
Eq. (4.7.60) seja uma simetria cla´ssica da CFT, a mesma na˜o e´ uma simetria a n´ıvel
quaˆntico; o que caracteriza uma anomalia [30].
Focamos nossa atenc¸a˜o na obtenc¸a˜o do u´ltimo termo em Eq. (4.7.61), iniciando a
partir de AdS3 na forma
ds2 =
l2
r2
dr2 − r2dx+dx−, (4.7.62)
para o qual Tµν = 0. Pensamos em uma CFT dual vivendo sobre a superf´ıcie ds
2 =
−r2dx+dx− com r eventualmente tomado no infinito, ou seja, na fronteira de AdS3.
Agora, considere o difeomorfismo em Eq.(4.7.60). Conforme vimos previamente, isto
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na˜o e´ uma simetria, visto que introduz um fator de Weyl na me´trica da fronteira. Para
obter uma simetria, devemos deixar a me´trica invariante em sua forma assinto´tica e
as condic¸o˜es necessa´rias para se fazer isso sa˜o dadas por Brown e Henneaux em [23]:
g+− = −r
2
2
+O(1), g++ = O(1), g−− = O(1), (4.7.63)
grr =
l2
r2
+O
(
1
r3
)
, g+r = O
(
1
r3
)
, g−r = O
(
1
r3
)
. (4.7.64)
O difeomorfismo com respeito a` essas condic¸o˜es sa˜o escritos na forma
x+ → x+′ = x+ − + − l
2
2r2
∂2−
−,
x− → x−′ = x− − − − l
2
2r2
∂2+
+,
r → r′ = r + r
2
(∂+
+ + ∂−−). (4.7.65)
A me´trica agora, toma a forma
ds′2 =
l2
r′2
dr′2 − r′2dx+′dx−′ , (4.7.66)
diferenciando as coordenadas x+
′
, x−
′
e r′
dx+
′
= dx+ − ∂++dx+ − l
2
2r2
∂3−
−,
dx−
′
= dx− − ∂−−dx− − l
2
2r2
∂3+
+,
dr′ = dr +
1
2
(∂+
+ + ∂−−)dr, (4.7.67)
e substituindo na expressa˜o Eq. (4.7.66)
ds′2 =
l2[
r + r
2
(∂++ + ∂−−)
]2 [1 + 12(∂++) + ∂−−)
]2
dr2
−
[
r +
r
2
(∂+
+ + ∂−−)
]2 [
dx+ − ∂++dx+ − l
2
2r2
∂3−
−
]
[
dx− − ∂−−dx− − l
2
2r2
∂3+
+
]
, (4.7.68)
encontramos a me´trica transformada
ds2 → ds′2 = l
2
r2
dr2 − r2dx+dx− − l
2
2
(∂3+
+)(dx+)2 − l
2
2
(∂3−
−)(dx−)2. (4.7.69)
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No limite em que r →∞ a me´trica (4.7.69) passa a ser escrita na forma
ds′2 = −r2dx+dx− − l
2
2
(∂3+
+)(dx+)2 − l
2
2
(∂3−
−)(dx−)2 (4.7.70)
com componentes γij induzidas na fronteira dadas por
γ−+ = −r
2
2
,
γ++ = − l
2
2
(∂3+
+),
γ−− = − l
2
2
(∂3−
−). (4.7.71)
Podemos agora calcular o tensor de tensa˜o analisando a curvatura extr´ınseca na fron-
teira. Neste caso, temos
8piGT++ = K++ −Kγ++, (4.7.72)
com
K++ = −γ++∇+n+ − γ−+∇−n+ − γ2+∇2n+,
= −g++γ++(∂+n+ − Γ2++n2)− g−+γ++(∂−n+ − Γ2+−n2),
= g++γ++Γ
2
++n2 + g
−+γ++Γ2+−n2). (4.7.73)
Agora, para o ca´lculo das conexo˜es Γ2++ e Γ
2
+−, tomamos ρ = +, 2,− e tambe´m x2 = r,
obtendo
Γ2+− =
1
2
g2ρ
(
∂g+ρ
∂x−
+
∂g−ρ
∂x+
− ∂g+−
∂xρ
)
,
=
1
2
g22
(
−∂g+−
∂r
)
,
=
r3
2l2
,
Γ2++ = 0. (4.7.74)
Substituindo Eq. (4.7.74) em Eq. (4.7.73), encontramos o valor para K++
K++ = − 2
r2
(
− l
2
2
∂3+
+
)
r3
2l2
l
r
,
= − 2
r2
(
− l
2
2
∂3+
+
)
r3
2l2
l
r
,
=
l
2
(∂3+
+). (4.7.75)
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Fazendo o mesmo procedimento para K−−, ou seja
K−− = −γ+−∇+n− − γ−−∇−n− − γ2−∇2n−,
= −g+−γ−−(∂+n− − Γ2−+n2)− g−−γ−−(∂−n− − Γ2−−n2),
= g+−γ−−Γ2−+n2 + g
−−γ−−Γ2−−n2), (4.7.76)
agora com Γ2−+ =
r3
2l2
e Γ2−− = 0. Desta forma, encontramos
K−− = − 2
r2
(
− l
2
2
∂3−
−
)
r3
2l2
l
r
,
= − 2
r2
(
− l
2
2
∂3−
−
)
r3
2l2
l
r
,
=
l
2
(∂3−
−). (4.7.77)
Podemos agora calcular o trac¸o do tensor de curvatura extr´ınseca
K = γ++K++ + γ
−−K−−,
= − l
2
,
e consequentemente, obter o tensor de tensa˜o
T++ = − l
16piG
∂3+
+, T−− = − l
16piG
∂3−
−. (4.7.78)
Comparando esse resultado com a expressa˜o (4.7.61), vemos que a relac¸a˜o entre ambos
se da´ apenas quando
c =
3l
2G
. (4.7.79)
Isto confirma o resultado de Brown e Henneaux obtido para AdS3 [23].
Restringimos nossa atenc¸a˜o ao difeomorfismo Eq. (4.7.65) porque estamos interes-
sados em simetrias que preservem a forma da me´trica na fronteira. Em geral, podemos
estudar outras formas de difeomorfismos, no entanto, tais formas modificam uma teoria
de campo conforme como tambe´m na˜o sa˜o simetrias da mesma [24].
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4.8 Fo´rmula de Cardy e Entropia de Bekenstein-
Hawking
O espac¸o-tempo de Kerr-de Sitter, descrito pela me´trica Eq. (4.6.52), tem horizonte
cosmolo´gico em r = l
√
8Gm para J = 0 e, consequentemente, a entropia tem a forma
S =
pil
√
8Gm
2G
. (4.8.80)
Como visto anteriormente, existe uma a´lgebra conforme assinto´tica de Sitter que
e´ ana´loga a` a´lgebra do espac¸o anti-de Sitter, descrita por Brown e Henneaux em [23].
Portanto, se ha´ um espac¸o de Sitter dual hologra´fico, e´ esperado que seja uma teoria
de campo conforme euclideana [3].
Se ha´ dualidade entre espac¸o de Sitter e um teoria de campo conforme, isto ainda
na˜o tem fundamentac¸a˜o so´lida. No entanto, podemos supor, naturalmente, que em
analogia com AdS3, o tensor de tensa˜o no espac¸o de Sitter esteja relacionado ao tensor
de tensa˜o de um espac¸o dual.
Va´rias considerac¸o˜es de Strominger [41] sobre a entropia do buraco negro BTZ,
sugerem que a entropia do espac¸o Kerr-dS pode ser explicada aplicando-se a fo´rmula
de Cardy para uma CFT com n´ıvies de energia medidos pelos autovalores de L0 e L¯0
Os autovalores de L0 e L¯0 esta˜o relacionados a` Eq. (4.4.44) e Eq. (4.4.45) por meio
da expressa˜o
L0 + L¯0 = lm; L0 − L¯0 = iJ, (4.8.81)
podemos ainda escrever [44]
L0 =
1
2
(ml + iJ) ; L¯0 =
1
2
(ml − iJ). (4.8.82)
Aplicando a fo´rmula de Cardy
Sc = 2pi
√
|c|L0
6
+ 2pi
√
|c|L¯0
6
, (4.8.83)
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para uma densidade assinto´tica de estados de uma CFT com J = 0 e carga central
c = 3l/2G, obtida por Brown e Henneaux em AdS3 [23], obtemos a entropia
Sc = 2pi
√
3l
2G
ml
12
+ 2pi
√
3l
2G
ml
12
, (4.8.84)
ou seja
Sc =
4pil
2
√
m
2G
, (4.8.85)
ou ainda
Sc =
pil
2G
√
8Gm. (4.8.86)
A expressa˜o Eq. (4.8.86) esta´ de acordo com a entropia macrosco´pica Eq. (4.8.80).
Agora, observe que o espac¸o-tempo de Kerr-de Sitter com momento angular, da´
origem a autovalores complexos de L0 e L¯0. No entanto, aplicando a fo´rmula de Cardy
Eq. (4.8.83), encontramos
S = 2pi
√
|c|(ml + iJ)
12
+ 2pi
√
|c|(ml − iJ)
12
,
=
√
(8Gm)pi2l2 + pi2il(8GJ)
16G2
+
√
(8Gm)pi2l2 + pi2il(8GJ)
16G2
,
=
pil
4G
[√
(8Gm) +
i(8GJ)
l
+
√
(8Gm)− i(8GJ)
l
]
. (4.8.87)
Usando a relac¸a˜o
√
x+ y +
√
x− y =
√
2
√
x+
√
x2 − y2, (4.8.88)
e considerando x = 8Gm e y = i(8GJ)/l, obtemos:
S =
√
2pil
4G
√
(8Gm) +
√
(8Gm)2 +
(8GJ)2
l2
. (4.8.89)
Os autovalores complexos de L0 sugerem que a fo´rmula de Cardy na˜o pode ser va´lida,
uma vez que geralmente na˜o se aplica a` teorias na˜o-unita´rias, no entanto, reproduzimos
exatamente a entropia de Kerr-de Sitter. Para uma discussa˜o mais detalhada sobre
este problema veja [30].
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Cap´ıtulo 5
Entropia de Defeitos Coˆnicos
Schwarzschild-dS3 em M4
Neste cap´ıtulo primeiro fazemos uma revisa˜o de um cena´rio proposto recentemente
[33] no qual soluc¸o˜es de defeito coˆnico tipo Schwarzschild-de Sitter tridimensional fo-
ram encontradas numa 2-brana imersa em um espac¸o de Minkowski quadridimensional
(M4). Esse cena´rio e´ ideˆntico ao cena´rio de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) original-
mente proposto em cinco dimenso˜es [45]. Em seguida comparando com os resultados
estudados anteriormente, descrevemos a entropia macrosco´pica e microsco´pica desses
defeitos. No regime em que a gravitac¸a˜o quadridimensional e´ dominante, estabele-
cemos uma correspondeˆncia entre essa entropia e a entropia de um buraco negro de
Schwarzschild em quatro dimenso˜es.
5.1 O cena´rio de DGP quadridimensional
Consideramos um conjunto em quatro dimenso˜es, ana´logo ao utilizado no cena´rio
DGP em cinco dimenso˜es. Logo, construimos a teoria sobre uma 2-brana com cur-
vatura escalar imersa no espac¸o-tempo plano em quatro dimenso˜es. A ac¸a˜o completa
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pode ser separada em duas partes [33]
S = S(4) + S(3), (5.1.1)
onde
S(4) = − 1
2κ24
∫
d4x
√
|g| (R(4) − 2κ24L4m) , (5.1.2)
onde κ4 e´ o acoplamento gravitacional em quatro dimenso˜es. A me´trica do espac¸o-
tempo em quatro dimenso˜es e´ dada da forma
ds24 = gab(r, z)dx
adxb, (5.1.3)
sendo a, b = 0, 1, 2, 3. Em treˆs dimensoo˜es temos a ac¸a˜o
S(3) = − 1
2κ23
∫
d3x
√
|q| (R(3) − 2κ23L3m) , (5.1.4)
onde κ3 e´ o acoplamento gravitacional em treˆs dimenso˜es e ds
2
3 = qµν(r)dx
µdxν sendo
a me´trica induzida na 2-brana em z = 0 com qµν(r) ≡ gµν(r, z = 0) onde µ, ν = 0, 1, 2.
Enta˜o, a curvatura escalar induzida R(3) e´ realizada nesta me´trica tridimensional e
na˜o depende da quarta coordenada transversal z. As equac¸o˜es de Einstein em quatro
dimenso˜es para esta teoria sa˜o
GAB = κ
2
(4)Sab, (5.1.5)
onde
Sab = Tab + Uab. (5.1.6)
Tab e´ o tensor energia-momento para o campo de mate´ria e Uab e´ dado pela curvatura
devido a me´trica induzida sobre a 2-brana. O tendor Tab pode ser escrito na forma
Tab = Tab|bulk + Tab|brane. (5.1.7)
Uma vez que investigamos apenas as soluc¸o˜es de va´cuo para esta teoria, as lagrange-
anas para o campo de mate´ria sa˜o L
(3)
m = 0 e L
(3)
m = 0, logo temos
Tab = 0. (5.1.8)
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Como sonsequeˆncia, as equac¸o˜es de Einstein tomam a forma
Gab = κ
2
(4)Uab, (5.1.9)
onde
Uab = δ(z)diag(−ρcurv, pcurv, pcurv, 0), (5.1.10)
define a energia e a pressa˜o na curvatura da brana. Isso e´ considerado como a compo-
nente de um fluido co´smico [47, 48].
5.2 Soluc¸o˜es circularmente sime´tricas induzidas na
2-brana
Na procura por soluc¸o˜es de buraco negro ou defeitos coˆnicos imersas no espac¸o-
tempo de quatro dimenso˜es, vamos usar o seguinte “Ansatz”[33]
ds24 = −A(r, z)dt2 +
1
A(r, z)
dr2 + r2dθ2 + dz2. (5.2.11)
Neste caso, as componentes do tensor de Einstein tem a forma
Gtt =
3
4
(
A′
A
)2
+
1
2r
A˙− 1
2
A′′
A
,
Grr = −
1
4
(
A′
A
)2
+
1
2r
A˙+
1
2
A′′
A
,
Gθθ =
1
4
(
A′
A
)2
+
1
2
A¨,
Gzz = −
1
4
(
A′
A
)2
+
1
2
A¨+
1
r
A˙.
(5.2.12)
Na auseˆncia da 2-brana as equac¸o˜es de Einstein reduzem-se a Gab = 0, logo
Gtt +G
r
r = 0, (5.2.13)
e encontramos uma equac¸a˜o para A(r, z)
1
2
(
A′
A
)2
+
1
r
A˙ = 0. (5.2.14)
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Devemos reintroduzir a brana atrave´s das condic¸o˜es de contorno em z = 0, de tal
modo que A(r, z)|z=0 ≡ A0(r) e A˙(r, z)|z=0 ≡ A˙0(r)
Vamos agora obter a condic¸a˜o de junc¸a˜o atrave´s da 2-brana localizada em z = 0.
A curvatura extr´ınseca e´ dada por
Kµν = q
α
µ∇αnν , (5.2.15)
onde nα = (0, 0, 0, 1). Para o Ansatz da me´trica que admitimos previamente temos
que Kµν e´ dado por
Kab =
(
A′
2A
,− A
′
2A
, 0, 0
)
. (5.2.16)
A relac¸a˜o entre Kab e o tensor energia-momento e´ dado pela condic¸a˜o de junc¸a˜o de
Israel na primeira derivada atrave´s da brana em z = 0, tal que [A′] = A′(0+)−A′(0−).
Se A′(0−) = −A′(0+) enta˜o [A′] = 2A′(0+) e temos
[Kab] = Kab(0
+) = −κ
2
(4)
2
(
Uab − 1
2
Uqab
)
. (5.2.17)
Assim, usando Eq. (5.2.16), encontramos
Krr (0
+) = −A
′(0+)
2A0
= −κ
2
(4)
2
(
pcurv − 1
2
(ρcurv + 2pcurv)
)
, (5.2.18)
que implica
A′(0+)
A0
= −κ
2
(4)
2
ρcurv. (5.2.19)
Sobre a 2-brana, as equac¸o˜es de Einstein governam a me´trica induzida qµν de modo
que podemos identificar o tensor de energia-momento induzido na curvatura da brana
como Uab = δ(z)Uµν . Lembrando que Uµν na˜o depende da coordenada z. Agora
podemos escrever as equac¸o˜es de Einstein para a me´trica induzida
Gµν = −κ2(3)Uµν , µ, ν = 0, 1, 2. (5.2.20)
Posteriormente obtemos as componentes
U tt = U
r
r = −
1
κ2(3)
A˙0
2r
, (5.2.21)
61
e
U θθ = −
1
κ2(3)
A¨0
2
. (5.2.22)
Finalmente, a densidade de energia e a pressa˜o na curvatura da brana pode ser escrita
na forma
ρcurv =
1
κ2(3)
A˙0
2r
, (5.2.23)
e
pcurv = − 1
κ2(3)
A˙0
2r
. (5.2.24)
Note que pcurv = −ρcurv, mostra que o fluido co´smico age como uma constante cos-
molo´gica. Isso sinaliza a possibilidade de encontrarmos um buraco negro tridimensi-
onal tipo BTZ ou um defeito coˆnico sobre a 2-brana mesmo se iniciarmos com uma
teoria sem constante cosmolo´gica ou campo de mate´ria em 3d.
Usando as equac¸o˜es Eq. (5.2.19) e Eq. (5.2.23), encontramos
A′(0+)
A0
= − κ
2
(4)
4κ2(3)
A˙0
r
. (5.2.25)
Aplicando esta soluc¸a˜o em Eq. (5.2.14) com a condic¸a˜o de fronteira em z = 0, encon-
tramos
1
2
[
κ2(4)
4κ2(3)
A˙0
r
]2
+
A˙0
r
= 0, (5.2.26)
isto e´
A˙0 = −
32κ4(3)
κ4(4)
r. (5.2.27)
podemos integrar esta equac¸a˜o, obtendo [33]
A0(r) = c− r
2
2r20
, (5.2.28)
onde
r20 =
κ4(4)
32κ4(3)
, (5.2.29)
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e´ a “crossover scale”e c e´ uma constante de integrac¸a˜o. Isto fornece uma soluc¸a˜o
exata para buraco negro em treˆs dimenso˜es vivendo sobre uma 2-brana que pode ser
expressas na forma usual
ds2(3) = −
(
c− r
2
2r20
)
dt2 +
(
c− r
2
2r20
)−1
dr2 + r2dθ2. (5.2.30)
Para c = 1, temos o espac¸o-tempo de Sitter, enquanto para c = 8G3m temos um
“buraco negro”de Schwarzschild-de Sitter em treˆs dimenso˜es, uma singularidade coˆnica
com massa m associada e “de´ficit”angular 2pi(1 − 8G3m). Tambe´m definimos κ2(3) ≡
8piG3.
Em [33] ainda foi considerada a possibilidade de soluc¸o˜es de buracos negros tipo
BTZ, admitindo que a quarta dimensa˜o z seja tipo tempo. Deixamos essa soluc¸a˜o
para estudos futuros.
5.3 Entropia microsco´pica da soluc¸a˜o Schwarzschild-
dS3 e uma correspondeˆncia
Note que para κ2(4) >> κ
2
(3), a gravidade em quatro dimenso˜es domina a gravidade
em treˆs dimenso˜es, uma vez que r0 e´ grande, enta˜o a soluc¸a˜o Eq. (5.2.28) aproxima-se
da soluc¸a˜o do espac¸o plano. No entanto, a gravidade em quatro dimenso˜es isso na˜o
e´ a u´nica soluc¸a˜o de va´cuo. Em vez disso, ha´ tambe´m a soluc¸a˜o de buraco negro de
Schwarzschild em quatro dimenso˜es, cujo comportamento assinto´tico varia com 1/r
[33].
Nossa soluc¸a˜o Eq. (5.2.30) e´ ideˆntica a` soluc¸a˜o de Kerr-de Sitter Eq. (4.6.52) para
J = 0. A entropia de Hawking-Bekenstein para esses casos possui portanto descric¸a˜o
microsco´pica e e´ dada por
S =
pil
2G
√
8Gm. (5.3.31)
Fazendo as identificac¸o˜es apropriadas temos que l2 = 2r20 e G ≡ G3. Lembrando que
63
κ2(3) ≡ 8piG3 e κ2(4) ≡ 8piG4 podemos escrever
r20 =
κ4(4)
32κ4(3)
=
G4
2
32G3
2 , (5.3.32)
ou seja
l =
G4
4G3
. (5.3.33)
Agora substituindo G3 = G4/4l em G3 do denominador de Eq. (5.3.31) temos
S =
pil
2G3
√
8G3m =
4pil2
4G4
2
√
8G3m. (5.3.34)
Identificando A = 4pil2 como sendo a a´rea do horizonte de eventos de buraco negro
de Schwarzschild em quatro dimenso˜es de raio rS = l e que o defeito coˆnico exige
2
√
8G3m = 1, ou seja, 8G3m =
1
4
< 1 temos a entropia
S =
A
4G4
. (5.3.35)
Este resultado demonstra um ponto importante que e´ a relac¸a˜o entre entropias obtidas
em diferentes dimenso˜es.
Isto nos permite estabelecer a seguinte correspondeˆncia:
“A descric¸a˜o microsco´pica da entropia de um buraco negro de Schwarzschild em
quatro dimenso˜es pode ser realizada por meio da descric¸a˜o microsco´pica da entropia
de um defeito coˆnico tipo Schwarzschild-de Sitter de mesmo raio em treˆs dimenso˜es.”
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Cap´ıtulo 6
Concluso˜es
Nesta dissertac¸a˜o, realizamos um estudo sobre a contagem de microestados de
epac¸os tipo Kerr-de Sitter tridimensional usando a fo´mula de Cardy para uma densi-
dade de estados em uma teoria de campo conforme sobre a fronteira de um espac¸o de
Sitter tridimensional (dS3). Estudando as transformac¸o˜es conforme do tensor energia-
momento calculamos a carga central c = 3l/2G obtida por Brown e Henneaux no
espac¸o AdS3.
Encontramos soluc¸o˜es de Schwarzschild-de Sitter em treˆs dimenso˜es induzida sobre
uma 2-brana, sem constante cosmolo´gica, imersa no espac¸o-tempo plano em quatro
dimenso˜es (M4).
Notamos que no regime em que a gravidade em quatro dimenso˜es e´ dominante,
conseguimos estabelecer uma correspondeˆncia entre a entropia desses espac¸os tridi-
mensionais e a entropia de um buraco negro de Schwarzschild em quatro dimenso˜es.
Como perspectiva, podemos estender nossa ana´lise para buracos negros de BTZ o
qual e´ assintoticamente um espac¸o AdS3.
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